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Þ. Áåëîâ

1. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â 2014 ãîäó.

1.1. Ñèíòåçèðóåìûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â

C∞(a, b). Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ À. Áàðàíîâûì (ãîòîâèòñÿ ê ïå÷àòè) ïîëó÷åíî îïèñà-
íèå âñåõ ñèíòåçèðóåìûõ ïîäïðîñòðàíñòâ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Â 2008 ãîäó
À. Àëåìàí è Á. Êîðåíáëþì ïîñòàâèëè ñëåäóþùèé âîïðîñ:

Âåðíî ëè, ÷òî ëþáîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L îïåðàòîðà D (= d
dx
) òà-

êîå, ÷òî ñïåêòð σ(D|L) äèñêðåòåí, ïîðîæäàåòñÿ ñâîåé ðåçèäóàëüíîé ÷àñòüþ Lres =
∩P−ïîëèíîì 6=0P (D)(L) è ñîáñòâåííûìè (êîðíåâûìè) âåêòîðàìè, ëåæàùèìè â L?

Â ïðåäûäóùåé ðàáîòå (ñîâìåñòíîé ñ À. Àëåìàíîì è À. Áàðàíîâûì) áûë ïîëó÷åí
îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ è ïðèâåäåíû íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñèí-
òåçèðóåìîñòè ñïåêòðà (ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà
ñ òåì æå ñïåêòðîì è ðåçèäóàëüíîé ÷àñòüþ). Â íîâîé ðàáîòå óäàëîñü ïîëíîñòüþ îïèñàòü
âñå ñèíòåçèðóìûå ñïåêòðû. Íèæå R(Λ) îçíà÷àåò ðàäèóñ ïîëíîòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Λ, à I - ðåçèäóàëüíûé èíòåðâàë (Lres = LI := {f ∈ C∞(a, b) : f

∣∣
I
≡ 0}).

Òåîðåìà Ñïåêòð Λ ñèíòåçèðóåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R(Λ) < |I| èëè
R(Λ) = |I| è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

(1) ïðîèçâåäåíèå G(z) =
∏

λ∈Λ

(
1− z

λ

)
ñõîäèòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ;

(2) ïîëèíîìû ëåæàò â ïðîñòðàíñòâå L2(|G|) è èõ çàìûêàíèå èìååò êîðàçìåð-
íîñòü íå âûøå îäíîãî.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè R(Λ) > |I|, òî èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî òðèâèàëüíî (=
C∞(a, b)).
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñòðóêòóðà èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â ñëó÷àå êðèòè÷åñêîé

ïëîòíîñòè (R(Λ) = |I|) òåñíî ñâÿçàíà ñ òåîðèåé ïðîñòðàíñòâ äå Áðàíæà. Â ÷àñòíîñòè,
âñå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ñ ñîâïàäàþùèì ñïåêòðîì è ðåçèäóàëüíîé ÷àñòüþ
óïîðÿäî÷åíû ïî âêëþ÷åíèþ.

1.2. Åäèíñòâåííîñòü ðÿäà Ôóðüå, ïîñòðîåííîãî ïî ñèñòåìå Ãàáîðà. Â ðàáîòå
[3] äîêàçàíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ïî ëþáîé ïîëíîé è ìèíèìàëüíîé ñèñòåìå Ãà-
áîðà (GΛ = {e2πiyte−π(t−x)2}(x,y)∈Λ) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ëþáóþ ôóíêöèþ èç L2(R).

1.3. Ïðîñòðàíñòâà äå Áðàíæà è êàíîíè÷åñêèå ñèñòåìû. Ïóñòü Y (t, z) - (åäèí-
ñòâåííîå) ðåøåíèå ñèñòåìû

∂

∂t
Y (t, z)J = zY (t, z)H(t), t ∈ [0, L], Y (0, z) = Id, J :=

(
0 −1
1 0

)
.

Ìàòðè÷íàÿ (2×2) ôóíêöèÿ H - Ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû (H ≥ 0, trH ≡ 1). Ïîëîæèì
(At(z), Bt(z)) := (1, 0)Y (t, z), t ∈ [0, L], è Et(z) := At(z)− iBt(z).
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Òîãäà ôóíêöèÿ E - ôóíêöèÿ êëàññà Ýðìèòà-Áèëåðà. Ïðîñòðàíñòâî äå ÁðàíæàH(E)
ñîîòâåòñòâóåò Ãàìèëüòîíèàíó H. Åñëè H(E) èçîìåòðè÷åñêè âêëàäûâàåòñÿ â L2(µ), òî
ãîâîðÿò, ÷òî µ - ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû. Îäèí èç ôóíäàìåíòàëüíûõ
ðåçóëüòàòîâ òåîðèè äå Áðàíæà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ëþáàÿ ìåðà, ñóììèðóåìàÿ ñ âåñîì
(1 + x2)−1, ïîðîæäàåò öåïî÷êó ïîäïðîñòðàíñòâ äå Áðàíæà (êàíîíè÷åñêèõ ñèñòåì),
èçîìåòðè÷åñêè âëîæåííûõ â L2(µ), ïðè÷åì ýòà öåïî÷êà ïëîòíà â L2(µ).
Îäèí èç èçâåñòíûõ êëàññè÷åñêèõ âîïðîñîâ - êàê îïðåäåëèòü ýêñïîíåíöèàëüíûé òèï

öåïî÷êè (ñóïðåìóì òèïîâ ïîäïðîñòðàíñòâ) ïî ñïåêòðàëüíîé ìåðå µ. Ýòèì âîïðîñîì
çàíèìàëèñü ìíîãèå ñïåöèàëèñòû, íà÷èíàÿ ñ Ì. Êðåéíà è çàêàí÷èâàÿ íåäàâíèìè ðå-
çóëüòàòàìè À. Ïîëòîðàöêîãî.
Äðóãîé áëèçêèé ê ýòîìó âîïðîñ - ðåãóëÿðíîñòü öåïî÷êè. Ìíå óäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî

ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè ìåðû (çàâåäîìî ãàðàíòèðóþùèõ áåñêîíå÷íûé
òèï) öåïî÷êà ðàñòåò ðåãóëÿðíî, òî åñòü åñëè äâà ïîäïðîñòðàíñòâà â öåïî÷êå èìåþò
îäèí òèï, òî îíè ñîâïàäàþò. Ðàáîòà ãîòîâèòñÿ ê ïå÷àòè.

1.4. Äîïîëíÿåìîñòü ñèñòåì èç ýêñïîíåíò. Â ðàáîòå [4] ïîëó÷åí ïîëîæèòåëüíûé
îòâåò íà ñëåäóþùèé âîïðîñ, ïîñòàâëåííûé À. Íàêàìóðîé â 2007 ãîäó: Âåðíî ëè, ÷òî
ëþáóþ íåïîëíóþ ñèñòåìó èç ýêñïîíåíò {eiλt}λ∈Λ â L2(−π, π) ìîæíî äîïîëíèòü äî
ïîëíîé è ìèíèìàëüíîé ñèñòåìû èç ýêñïîíåíò. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé Ðèññà îòðèöàòåëüíûé îòâåò áûë ïîëó÷åí Ê. Ñåéïîì â 1995 ãîäó.

2. Îïóáëèêîâàííûå ðàáîòû è ïðèíÿòûå ê ïå÷àòè ðàáîòû:

[1] E. Abakumov, A. Baranov, Y. Belov, Localization of zeros for Cauchy transforms, to
appear in International Math Research Notes, http://arxiv.org/abs/1312.6706
[2] Y. Belov, V. Havin, The Beurling�Malliavin Multiplier Theorem and its analogs

for the de Branges spaces, to appear in volume Operator Theory (Springer),
http://arxiv.org/abs/1309.7130

3. Ïðåïðèíòû:

[3] Y. Belov, Uniqueness of Gabor series, http://arxiv.org/abs/1409.5231
[4] Y. Belov, Complementability of exponential systems, http://arxiv.org/abs/1409.3968
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