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Þ. Áåëîâ

Çà 3 ãîäà óäàëîñü ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû ïî ñëåäóþùèì íàïðàâëåíèÿì.

0.1. Íàñëåäñòâåííàÿ ïîëíîòà è çàäà÷è ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà. Íàïîìíèì, ÷òî
òî÷íàÿ (ïîëíàÿ è ìèíèìàëüíàÿ) ñèñòåìà âåêòîðîâ {xn}n∈N â Ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå H íàçûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííî ïîëíîé, åñëè

x ∈ Span{(x, yn)xn}n∈N , x ∈ H,
èëè âûïîëíåíî ýêâèâàëåíòíîå ñâîéñòâî

Span{{xn}n∈N1 ∪ {yn}n∈N2} = H, N = N1 ∪N2.

({yn} - áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà.) Îäíîé èç öåëåé ïðîåêòà áûëî èçó÷åíèå ýòîãî ñâîé-
ñòâà äëÿ ñèñòåì èç âîñïðîèçâîäÿùèõ ÿäåð â ïðîñòðàíñòâàõ äå Áðàíæà.
Âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé - ñèñòåìû èç ýêñïîíåíò {eiλt} â ïðîñòðàíñòâå L2(a, b) - áûë

èçó÷åí â ðàáîòå [1]. Îêàçàëîñü, ÷òî, âîîáøå ãîâîðÿ, òî÷íàÿ ñèñòåìà èç ýêñïîíåíò íå
îáÿçàòåëüíî íàñëåäñòâåííî ïîëíà. Òåì íå ìåíåå, îêàçàëîñü, ÷òî òî÷íûå ñèñòåìû èç
ýêñïîíåíò âñåãäà áëèçêè ê íàñëåäñòâåííîé ïîëíîòå (êîðàçìåðíîñòü ñìåøàííîé ñèñòå-
ìû íå ïðåâîñõîäèò 1).
Â ðàáîòå [2] áûë ïîñòðîåí ïåðâûé ïðèìåð áåñêîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà äå Áðàí-

æà, â êîòîðîì ëþáàÿ òî÷íàÿ ñèñòåìà èç âîñïðîèçâîäÿùèõ ÿäåð íàñëåäñòâåííî ïîëíà.
Â ðàáîòå [6] óäàëîñü ïîëíîñòüþ îïèñàòü êëàññ òàêèõ ïðîñòðàíñòâ â òåðìèíàõ ìåðû
Êëàðêà ïðîñòðàíñòâà. Áîëåå òîãî, óäàëîñü ïîñòðîèòü ïðèìåðû ïðîñòðàíñòâ è ñèñòåì
òàêèõ, ÷òî êîðàçìåðíîñòü ñìåøàííîé ñèñòåìû áåñêîíå÷íà. Ýòîò ôàêò èìååò âàæíîå
ïðèëîæåíèå â òåîðèè îïåðàòîðîâ. À èìåííî, èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî ó ëþáîãî êîìïàêò-
íîãî îïåðàòîðà ñ òî÷å÷íûì ñïåêòðîì åñòü îäíîìåðíîå âîçìóùåíèå, íå äîïóñêàþùåå
ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà.
Ýòè ðåçóëüòàòû äàþò èñ÷åðïûâàþùèå îòâåòû íà âîïðîñû Í.Ê. Íèêîëüñêîãî, êîòî-

ðûå ìîòèâèðîâàëè èññëåäîâàíèå ýòèõ âîïðîñîâ.

Ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î íàñëåäñòâåííîé ïîëíîòå â ïðîñòðàí-
ñòâàõ äå Áðàíæà, íàøëè ñâîå ïðèìåíåíèå â íåêîòîðûõ äðóãèõ çàäà÷àõ òåîðèè ôóíê-
öèé. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ïîìîùè ýòèõ ìåòîäîâ â ðàáîòå [5] ïîëó÷åí îòðèöàòåëüíûé îòâåò
íà âîïðîñ Á. Êîðåíáëþìà î ïîäïðîñòðàíñòâàõ C∞(a, b) èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì. Áîëåå òîãî, óäàëîñü ïîëó÷èòü ïî÷òè
ïîëíîå îïèñàíèå òàêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ

Îòêðûòûå âîïðîñû. Åñëè â ïðîñòðàíñòâå åñòü íåíàñëåäñòâåííî ïîëíûå ñèñòåìû,
òî õîòåëîñü áû óìåòü èõ õàðàêòåðèçîâàòü â òåðìèíàõ ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè. Äàæå
äëÿ ýêñïîíåíò íà îòðåçêå ýòîò âîïðîñ ðàçðåøåí íå ïîëíîñòüþ. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå
è (îòäåëüíî) äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íàñëåäñòâåííîé ïîëíîòû êîíêðåòíîé ñèñòåìû. Ýòè
óñëîâèÿ ïîêà äàëåêè äðóã îò äðóãà. Òàêæå îñòàëîñü íåÿñíûì, ÿâëÿåòñÿ ëè ëþáàÿ
íàñëåäñòâåííî ïîëíàÿ ñèñòåìà áàçèñîì ñóììèðîâàíèÿ.
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0.2. Ïðîñòðàíñòâà ôîêîâñêîãî òèïà. Îêàçàëîñü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâàõ äå Áðàíæà,
îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì íàñëåäñòâåííîé ïîëíîòû, íîðìà ìîæåò áûòü çàäàíà êàê èí-
òåãðàë ïî âñåé ïëîñêîñòè ñ ðàäèàëüíî ñèììåòðè÷íûì âåñîì (ò.å íàøå ïðîñòðàíñòâî
ñîâïàäàåò ñ âåñîâûì ïðîñòðàíñòâîì Ôîêà êàê ìíîæåñòâî ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ íîðì).
Óäèâèòåëüíî, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå: åñëè â ïðîñòðàíñòâå äå Áðàíæà íîðìà ìîæåò
áûòü çàäàíà òàêèì îáðàçîì, òî îíî îáëàäàåò ñâîéñòâîì íàñëåäñòâåííîé ïîëíîòû. Ýòî
äîêàçàíî â ðàáîòå [6].
Â íåäàâíåì ïðåïðèíòå [13] ïîêàçàíî, ÷òî ïî÷òè ëþáîå âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Ôîêà

ñ áàçèñîì Ðèññà èç âîñïðîèçâîäÿùèõ ÿäåð èçìîðôíî íåêîòîðîìó ïðîñòðàíñòâó äå
Áðàíæà è, ñëåäîâàòåëüíî, îáëàäàåò ñâîéñòâîì íàñëåäñòâåííîé ïîëíîòû.

Èçó÷åíèå íàñëåäñòâåííîé ïîëíîòû â ïðîñòðàíñòâå Ôîêà íàòàëêèâàåòñÿ íà ìíîãî-
÷èñëåííûå òåõíè÷åñêèå òðóäíîñòè. Ìíîþ áûë ïîëó÷åí ïåðâûé ðåçóëüòàò â ýòîì íà-
ïðàâëåíèè - àíàëîã òåîðåìû Þíãà î ïîëíîòå áèîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû äëÿ êëàññè-
÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Ôîêà (ñì. [9]).

0.3. Ïðîñòðàíñòâà äå Áðàíæà è êàíîíè÷åñêèå ñèñòåìû, îïåðàòîðûØðåäèí-

ãåðà. Ïóñòü Y (t, z) - (åäèíñòâåííîå) ðåøåíèå ñèñòåìû

∂

∂t
Y (t, z)J = zY (t, z)H(t), t ∈ [0, L], Y (0, z) = Id, J :=

(
0 −1
1 0

)
.

Ìàòðè÷íàÿ (2 × 2) ôóíêöèÿ H - Ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû (H ≥ 0, trH ≡ 1). Ïîëîæèì
(At(z), Bt(z)) := (1, 0)Y (t, z), t ∈ [0, L], è Et(z) := At(z)−iBt(z). Ïðîñòðàíñòâî äå Áðàí-
æà H(E) ñîîòâåòñòâóåò Ãàìèëüòîíèàíó H. Ïîæàëóé ñàìàÿ âàæíàÿ çàäà÷à â òåîðèè
ïðîñòðàíñòâ äå Áðàíæà - âûÿâëåíèå ñîîòâåòñòâèé ìåæäó êëàññàìè Ãàìèëüòîíèàíîâ
H è ïðîñòðàíñòâ äå Áðàíæà H(E). Îäèí èç òàêèõ ôàêòîâ - îáðàòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ
òåîðåìà äå Áðàíæà. Â ðàáîòå [8] ïîëó÷åíî îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâ äå Áðàíæà, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ êàíîíè÷åñêèì ñèñòåìàì ñ Ãàìèëüòîíèàíîì, ñîñòîÿùèì èç íåäåëèìûõ
èíòåðâàëîâ, ñãóùàþùèõñÿ âëåâî. Òàêèå Ãàìèëüòîíèàíû â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþò
ïðîñòðàíñòâàì äå Áðàíæà, â êîòîðûõ åñòü ëîêàëèçàöèÿ íóëåé ó ôóíêöèé èç ïðîñòðàí-
ñòâà. Áîëåå òîãî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñòðóêòóðà Ãàìèëüòîíèàíà ñîîòâåòñòâóåò ñòðóêòóðå
àòòðàêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà. Â ÷àñòíîñòè, ñèëüíàÿ ëîêàëèçàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ,
êîãäà åñòü òîëüêî îäíà öåïî÷êà èç íåäåëèìûõ èíòåðâàëîâ.

Âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé êàíîíè÷åñêèõ ñèñòåì - ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèå îïå-
ðàòîðó Øðåäèíãåðà íà îòðåçêå. Â ðàáîòå [12] ïîëó÷åíû îïèñàíèÿ íóëåé E ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ôóíêöèè êëàññà Ýðìèòà-Áèëåðà. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò
ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïîëîñà, ñâîáîäíàÿ îò íóëåé ôóíêöèè E.

0.4. Äðóãèå ðåçóëüòàòû. Â ðàáîòå [10] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ïîðîæäàþùàÿ ôóíê-
öèÿ G ñèñòåìû ýêñïîíåíò {eiλt}λ∈Λ ⊂ L2(−π, π) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ìàêåíõàóïòà
(|G(x)|2 ∈ (A2)) íà R, òî {eiλt}λ∈Λ - áàçèñ ñóììèðîâàíèÿ â L2(−π, π). Â ÷àñòíîñòè,
òàêàÿ ñèñòåìà âñåãäà íàñëåäñòâåííî ïîëíà.

Â ðàáîòå [4] ïîëó÷åí ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ î äîïîëíÿåìîñòè ñèñòåìû èç
ýêñïîíåíò, ïîñòàâëåííûé À. Íàêàìóðîé â 2007 ãîäó. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ðèññà
îòðèöàòåëüíûé îòâåò áûë ïîëó÷åí Ê. Ñåéïîì â 1995 ãîäó.

Â ðàáîòå [11] ïîëó÷åíî íîâîå (áîëåå ïðîñòîå) äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ïîëòîðàöêîãî
î ëàêóíå â ñïåêòðå äëÿ ðàçäåëåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
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Â ðàáîòå [7] ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâ äå Áðàíæà, â êîòîðûõ ëþáàÿ
âåùåñòâåííàÿ áåññåëåâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò êîíå÷íóþ âåðõíþþ ïëîòíîñòü.

Ðàáîòà [3] íîñèò îáçîðíûé õàðàêòåð è ïîñâÿùåíà òåîðåìàì òèïà Áåðëèíãà-
Ìàëüÿâåíà.
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