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1 Íàó÷íûå ðåçóëüòàòû

1.1 Êëàññèôèêàöèÿ ïÿòèìåðíûõ ïàðàëëåëîýäðîâ Âîðîíîãî

Ñîâìåñòíî ñ Àõèëëîì Øóðìàííîì (Achill Sch�urmann) è Ìàòü¼ Äþòóðîì (Mathieu Dutour-
Sikiri�c) ïîëó÷åíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïÿòèìåðíûõ ïàðàëëåëîýäðîâ Âîðîíîãî.

Âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê P â d-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëîýäðîì, åñëè
Rd ìîæåò áûòü ðàçáèòî íà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ òðàíñëÿöèè P . Òåîðèÿ ïàðàëëåëîýäðà
áåðåò ñâîå íà÷àëî ñ ðàáîò ðîññèéñêîãî êðèñòàëëîãðàôà Å.Ñ.Ô¼äîðîâà è îñíîâîïîëîæíèêà
ãåîìåòðèè ÷èñåë, íåìåöêîãî ìàòåìàòèêà Ã.Ìèíêîâñêîãî.

Îäíîé èç íàèáîëåå èíåòåðåñíûõ ãèïîòåç â òåîðèè ïàðàëëåëîýäðîâ ÿâëÿåòñÿ ãèïîòåçà Âî-
ðîíîãî, äàííàÿ ãèïîòåçà, ñôîðìóëèðîâàííàÿ â 1908 ãîäó, óòâåðæäàåò, ÷òî ëþáîé d-ìåðíûé
ïàðàëëåëîýäð ìîæåò áûòü ïîëó÷åí àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì èç ìíîãîãðàííèêà Âîðîíîãî
íåêîòîðîé d-ìåðíîé ðåøåòêè. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ãèïîòåçà Âîðîíîãî äîêàçàíà â
íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ â ðàáîòàõ ñàìîãî Ã.Ô.Âîðîíîãî, Á.Í.Äåëîíå, Î.Ê.Æèòîìèðñêîãî,
Ð.Ýðäàëà è À.Îðäèíà. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå îíà îñòàåòñÿ îòêðûòîé.

Â ìàëûõ ðàçìåðíîñòÿõ âñå ïàðàëëåëîýäðû êëàññèôèöèðîâàíû (ñ òî÷íîñòüþ äî êîìáè-
íàòîðíîå ýêâèâàëåíòíîñòè) è äëÿ íèõ ïðîâåðåíà ãèïîòåçà Âîðîíîãî. Äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî,
÷òî äâóìåðíûìè ïàðàëëåëîýäðàìè ÿâëÿþòñÿ âñå ïàðàëëåëîãðàìû è öåíòðàëüíîñèììåòðè÷-
íûå øåñòèóãîëüíèêè. Âñå ïÿòü òðåõìåðíûõ ïàðàëëåëîýäðîâ áûëè íàéäåíû Ô¼äîðîâûì â 1885
ãîäó. Â 1929 ãîäó Äåëîíå äîêàçàë ãèïîòåçó Âîðîíîãî äëÿ ÷åòûðåõìåðíûõ ïàðàëëåëîýäðîâ è
íàøåë 51 ÷åòûðåõìåðíûé ïàðàëëåëîýäð; ïîñëåäíèé ïàðàëëåëîýäð, ïðîïóùåííûé Äåëîíå, áûë
íàéäåí Ì.È.Øòîãðèíûì â 1974 ãîäó.

Â íàøåé ðàáîòå, ìû ïðèâîäèì òðè íåçàâèñèìûõ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà äëÿ êëàññèôèêà-
öèè âñåõ ïÿòèìåðíûõ ïàðàëëåëîýäðîâ Âîðîíîãî, òî åñòü òåõ ïàðàëëåëîýäðîâ, êîòîðûå óäî-
âëåòâîðÿþò ãèïîòåçå Âîðîíîãî. Äëÿ êëàññèôèêàöèè ìû èñïîëüçóåì ðàçáèåíèå êîíóñà ïîëî-
æèòåëüíûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì (ðàñïîëîæåííîãî â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè d(d+1)/2) íà
îáëàñòè ïðèâåäåíèÿ, òî åñòü íà îáëàñòè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì ðàçáèåíèÿì Äå-
ëîíå ðåøåòêè Zd äëÿ ðàçëè÷íûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, çàäàþùèõ ìåòðèêó. Ðàçáèåíèÿ Äåëîíå
äâîéñòâåííû ðàçáèåíèÿì Âîðîíîãî, òåì ñàìûì äåëàåòñÿ ïåðâûé øàã ê ïîëíîé êëàññèôè-
êàöèè. Çàòåì ïîëó÷åííûå îáëàñòè ïðîâåðÿþòñÿ íà ýêâèàëåíòíîñòü îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ
ãðóïïû SLd(Z) íà êîíóñ. Â ðåçóëüòàòå áûëî íàéäåíî 110244 ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé ïðèâåäå-
íèÿ è áûëî ïðîâåðåíî, ÷òî îíè çàäàþò êîìáèíàòîðíî ðàçëè÷íûå ïàðàëëåëîýäðû. Ñòàòüÿ ñ
óêàçàííûìè âûøå ðåçóëüòàòàìè ãîòîâèòñÿ ê ïóáëèêàöèè.
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1.2 Ìîíîêîðîíàëüíûå ðàçáèåíèÿ

Ñîâìåñòíî ñ Äèðêîì Ôðåòòë¼ (Dirk Frettl�oh) ìû èññëåäîâàëè ìîíîêîðîíàëüíûå ðàçáèåíèÿ â
åâêëèäîâûõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà íà âûïóêëûå ìíîãî-
ãðàííèêè íàçûâàåòñÿ ìîíîêîðîíàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû âåðøèí èõ êîðîíû (òî åñòü íà-
áîðû ìíîãîãðàííèêîâ èõ ñîäåðæàùèå âìåñòå ñ ïðàâèëàìè ñêëåéêè) êîíãðóýíòíû. Òåì ñàìûì,
â äàííûõ ðàçáèåíèÿõ �îêðåñòíîñòè� ëþáîé ïàðû âåðøèí óñòðîåíû îäèíàêîâ. Íàñ èíòåðåñî-
âàë âîïðîñ �Êàêîé ìîæåò áûòü ãðóïïà òðàíñëÿöèé ó òàêîãî ðàçáèåíèÿ, íàïðèìåð, ìîæåò ëè
ãðóïïà ñèììåòðèé òàêîé ðàçáèåíèÿ áûòü íåêðèñòàëëîãðàôè÷åñêîé?�. Ïîõîæèå âîïðîñû äëÿ
äðóãèõ êëàññîâ ðàçáèåíèé è òî÷åñíûõ ìíîæåñòâ èññëåäîâàëèñÿü â ðàáîòàõ Ð.Â.Ãàëèóëèíà,
Á.Í.Äåëîíå, Í.Ï.Äîëáèëèíà, Ì.È.Øòîãðèíà è äðóãèõ.

Â íàøåì ïðåïðèíòå (ñì. íèæå) èññëåäîâàíû âñå âîçìîæíûå ìîíîêîðîíàëüíûå ðàçáèåíèÿ
åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè è ïîëó÷åíû âñå âîçìîæíûå ãðóïïû ñèììåòðèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü
ó òàêèõ ðàçáèåíèé. Äîêàçàíî, ÷òî ãðóïïîé ñèììåòðèé ìîãóò áûòü 16 èç 17 êðèñòàëëîãðàôè-
÷åñêèõ ãðóïï è 4 èç 7 frieze groups (÷àñòíûé ñëó÷àé ãðóïï, êîòîðûå ñîäåðæàò îäíîìåðíóþ
ãðóïïó òðàíñëÿöèé).

Êðîìå òîãî ìû ïîñòðîèëè ìîíîêîðîíàëüíûå ðàçáèåíèÿ d-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ ëþ-
áîãî d, ãðóïïà ñèììåòðèé êîòîðîãî ñîäåðæèò ëèøü bd+1

2
c-ìåðíóþ ãðóïïó òðàíñëÿöè¼, èëè

âîîáùå ÿâëþòñÿ àïåðèîäè÷åñêèìè (ñ ïóñòîé ãðóïïîé òðàíñëÿöèé) ïðè d ≥ 3, ïðàâäà â ïî-
ñëåäíåì ñëó÷àå ðàçáèåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ãðàíü-â-ãðàíü.

Òàêæå äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Hd ïðè d ≥ 2 áûëè ïîñòðîåíû ïðèìåðû íîð-
ìàëüíûõ ìîíîêîðîíàëüíûõ ðàçáèåíèé, ãðóïïû ñèììåòðèé êîòîðûõ íå ÿâëÿþòñÿ êðèñòàëëî-
ãðàôè÷åñêèìè. Äàííûå ðàçáèåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ âçÿòèåì äâîéñòâåííûõ ðàçáèåíèé ê ðàçáèåíè-
ÿì Á¼ð¼öêè.

2 Ïóáëèêàöèè è ïðåïðèíòû

• D. Frettl�oh, A. Garber, Symmetries of Monocoronal Tilings, http://arxiv.org/abs/1402.
4658, preprint 2014.

3 Äîêëàäû íà êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ

• Äîêëàä �Another ham sandwich in the plane� íà êîíôåðåíöèè �Sixth Discrete Geometry and
Algebraic Combinatorics Conference�, Óíèâåðñèòåò Òåõàñà â ã. Áðàóíñâèëëå, 9�12 àïðåëÿ
2014ã.

• Äîêëàä �Parallelohedra and the Voronoi Conjecture� íà êîíôåðåíöèè �Ãåîìåòðèÿ è Òîïî-
ëîãèÿ�, ïîñâÿùåííîé 60-ëåòèþ Î.Ð. Ìóñèíà, ÈÏÏÈ ÐÀÍ, 10�11 ôåâðàëÿ 2014ã.

• Äîêëàä �On triangular paperfoldings� íà ñåìèíàðå èññëåäîâàòåëüñêîé ãðóïïû �Combi-
natorial and topological structure of aperiodic tilings� â óíèâåðñèòåòå ã. Áèëåôåëüäà, 17
ÿíâàðÿ 2014ã.

• Äîêëàä �Î ñèììåòðèÿõ ìîíîêîðîíàëüíûõ ðàçáèåíèé� íà ñåìèíàðå �Äèñêðåòíàÿ ãåîìåò-
ðèÿ è ãåîìåòðèÿ ÷èñåë�, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ, 18 ìàðòà 2014ã.
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4 Ðàáîòà â íàó÷íûõ öåíòðàõ è ìåæäóíàðîäíûõ ãðóïïàõ

• C 6 ÿíâàðÿ ïî 1 ôåâðàëÿ ÿ ðàáîòàë â ãðóïïå Ìèõàýëÿ Áààêå, â óíèâåðñèòåòå Áèëåôåëüäà,
íàä ðàçëè÷íûìè âîïðîñàìè â òåîðèè àïåðèîäè÷åñêèõ ðàçáèåíèé.

• Ñ 5 ïî 14 ìàÿ ÿ ðàáîòàë ñ Àõèëëîì Øóðìàííîì è Ìàòü¼ Äþòóðîì â óíèâåðñèòåòå Ðî-
ñòîêà íàä ðàçëè÷íûìè âîïðîñàìè òåîðèè ïàðàëëåëîýäðîâ è ðåøåòî÷íûõ òðèàíãóëÿöèé.

5 Ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü

Â âåñåííåì ñåìåñòðå ÿ âåë ñåìèíàðñêèå çàíÿòèÿ ïî êóðñó ëèíåéíîé àëãåáðå è ãåîìåòðèè íà
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ. Òàêæå ÿ ðàáîòàë â æþðè Âñåðîññèéñêîé îëèì-
ïèàäû øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå è ó÷àñòâîâàë â ïîäãîòîâêå ñáîðíîé êîìàíäû Ðîññèè ê
ó÷àñòèþ â Ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäå.
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