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1 Научные результаты
Начнем с конструкции, возникшей в работах А.Г. Реймана и М.А.Семенова-Тян-
Шанского [1, 2], П.Ван Мербеке и Д.Мамфорда [3], а также М.А̇длера и П.Ван Мербеке [4].
Рассмотрим пространство

L =

{
m∑
i=0

Liλ
i : Li ∈ gl(n,C), Lm = J

}

матричнозначных полиномов фиксированной степени m с фиксированным коэффициен-
том J при старшей степени. Далее мы будем предполагать, что матрица J имеет простой
спектр.

Пространство L является пуассоновым многообразием. Скобка Пуассона на этом про-
странстве является ограничением линейной r-матричной скобки, заданной на двойственном
пространстве к алгебре петель gl(n,C)⊗ C[λ, λ−1]; подробности см. в [1, 2]. Кроме того, на
пространстве L имеется естественная интегрируемая система, то есть полный набор ком-
мутирующих гамильтонианов. Эти гамильтонианы имеют вид

Hψ(L) = Resλ=0 λ
−1 Trψ(L(λ), λ−1),

где ψ = ψ(µ, λ−1) – произвольный многочлен от переменных µ, λ−1, а ψ(L(λ), λ−1) – мат-
рица, полученная в результате подстановки в этот многочлен матричнозначного полинома
L(λ) вместо переменной µ. Обозначение Tr означает взятие следа, а Resλ=0 – взятие коэф-
фициента при λ−1, то есть вычета в нуле. Соответствующее гамильтониану Hψ гамильто-
ново поле имеет вид

d

dt
L(λ) = [L(λ), φ(L(λ), λ−1)+], (?)

где φ = ∂ψ/∂µ, а ( . . . )+ означает взятие только тех слагаемых, которые имеют неотрица-
тельную степень по λ. Более детальное описание этой конструкции см. в работах [1–4].

Заметим, что построенная интегрируемая система является достаточно универсальной в
том смысле, что большинство известных конечномерных интегрируемых систем получается
из нее ограничением на некоторое подпространство V ⊂ L. Например, рассмотрим подпро-
странство V ⊂ L состоящее из матричнозначных многочленов L(λ), коэффициенты которых
являются вещественными кососимметрическими матрицами. Как легко видеть, простран-
ство V инвариантно относительно потока (?) тогда и только тогда, когда многочлен φ имеет
вещественные коэффициенты и является нечетным по µ. Рассматривая потоки (?) для всех
таких многочленов φ, мы получаем интегрируемую систему на V. Если теперь взять m = 2
и n = 3, то окажется, что полученная система – это волчок Лагранжа, также известный
как юла, см. [5].

Вернемся теперь к системе на пространстве L. Для каждого полинома L ∈ L, можно
рассмотреть алгебраическую кривую

CL = {det(L(λ)− µE) = 0},

называемую спектральной кривой. Заметим, что коэффиценты многочлена det(L(λ)− µE)
являются многочленами от функций Hψ и наоборот. Тем самым, при эволюции полинома L
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согласно любому из уравнений (?) спектральная кривая CL остается неизменной. Рассмот-
рим теперь множество

SC = {L ∈ L : CL = C}.

Множество SC является алгебраическим многообразием, инвариантным относительно по-
токов (?). В случае, когда кривая C гладкая, а матрица J имеет простой спектр, описание
многообразия SC хорошо известно. Для начала заметим, что необходимым условием непу-
стоты SC является равенство

lim
z→0

(
χC

(
1

z
,
w

zm

)
znm

)
= det(J − wE), (??)

где χC – полином, задающий кривую C. Предположим, что условие (??) выполнено. Тогда
SC является гладким многообразием, которое можно отождествить с тотальным простран-
ством главного (C∗)n−1 расслоения над открытым по Зарисскому подмножеством в якоби-
ане кривой C, см. [2, 3, 6]. Более «явное» описание было получено в работе Л. Гаврилова [7]:
если кривая C гладкая, то SC можно отождествить с открытым подмножеством в обобщен-
ном якобиане кривой C с отождествленными точками на бесконечности. В обоих описаниях
отображение из SC в якобиан линеаризует уравнения (?), что позволяет явно выписать их
решения в терминах тэта-функций.

Моим первым результатом является описание множества SC в случае, когда кривая C
является кривой с двойными точками, возможно, приводимой. Пусть C - кривая с двойными
точками, C∞ – кривая, полученная из C компактификацией и отождествлением точек на
бесконечности.

Теорема 1 (А.Изосимов [8]). Пусть C - кривая с двойными точками, удовлетворяю-
щая условию (??). Тогда многообразие SC приводимо если и только если кривая C приво-
дима. Все неприводимые компоненты SC имеют одинаковую размерность. Для каждой
неприводимой компоненты Si ⊂ SC существует открытое по Зарисскому подмножество
Ui ⊂ Si, биголоморфно эквивалентное открытому подмножеству в обобщенном якобиане
кривой C∞. Отображение, осуществляющее отождествление Ui c открытым подмно-
жеством в якобиане C∞, линеаризует уравнения движения.

Для явного описания множества неприводимых компонент многообразия SC нам пона-
добятся некоторые определения. Пусть X = X1 ∪ · · · ∪Xk – приводимая кривая с двойными
точками. Отображение d : {X1, . . . , Xk} → Z, то есть сопоставление каждой неприводимой
компоненте кривой X целого числа, называется мультистепенью на кривой X. Суммарная
степень мультистепени d – это число

|d| =
∑
Xi∈Σ

d(Xi).

Подкривая Y ⊂ X – это объединение любого числа неприводимых компонент кривой X.
Для любой подкривой Y ⊂ X и любой мультистепени d на X можно естественным образом
ограничить d на Y . Пусть g – арифметический род кривой X. Назовем мультистепень d на
X однородной, если ее полная степень равна g, и для любой подкривой Y ⊂ X имеет место
неравенство ∣∣∣d |Y ∣∣∣ ≥ g(Y ),

где d |Y – ограничение d на Y , а g(Y ) – арифметический род Y . Несложно видеть, что для
любой кривой X с двойными точками существует хотя бы одна однородная мультистепень,
число однородных мультистепеней конечно, а кроме того множество всех однородных муль-
тистепеней есть множество целых точек в некотором выпуклом многограннике P (X) ⊂ Rk.

Теорема 2 (А.Изосимов [8]). Пусть C - кривая с двойными точками, удовлетворяющая
условию (??). Тогда существует взаимнооднозначое соответствие между множеством
неприводимых компонент многообразия SC и множеством однородных мультистепеней
на кривой C∞.
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Отождествление между множеством неприводимых компонент и множеством однород-
ных мультистепеней на C∞ строится следующим образом. Пусть Si – неприводимая компо-
нента SC , а L ∈ Si – точка общего положения. Для каждой точки (λ, µ) ∈ C имеем

det(L(λ)− µE) = 0.

При этом для почти всех (λ, µ) ∈ C ядро оператора L(λ) − µE одномерно. Тем самым, мы
получаем линейное расслоение над открытым всюду плотным подмножеством U ⊂ C. Стан-
дартным образом показывается, что это расслоение единственным образом продолжается
до голоморфного линейного расслоения над всей кривой C. Возьмем дивизор этого рассло-
ения. Тогда мультистепень этого дивизора и дает нам искомое отображение из множества
неприводимых компонент во множество однородных мультистепеней (то есть, в частности,
утверждается, что реализуются все однородные мультистепени и только они).

Проиллюстрируем утверждение теоремы 2 на примере. Пусть в определении простран-
ства L число m равно единице. Тогда L можно естественно отождествить с gl(n,C), а по-
строенная выше интегрируемая система совпадает с системой, получаемой методом сдвига
аргумента, предложенным А.С.Мищенко и А.Т.Фоменко [9]. Пусть

J = diag(j1, . . . , jn), C =

{
n∏
i=1

(αi + λji − µ) = 0

}
,

где α1, . . . , αn ∈ C. Другими словами, кривая C представляет из себя n прямых l1, . . . , ln.
Будем предполагать, что эти прямые находятся в общем положении.

Кривая C∞ получается из C склейкой точек на бесконечности. Как нетрудно видеть,
многогранник P (C∞) представляет из себя пермутоэдр, то есть выпуклую оболочку точек
вида

(σ(0), . . . , σ(n− 1)),

где σ – произвольная перестановка на множестве 0, 1, . . . , n − 1. Следовательно, число од-
нородных мультистепеней на C∞, а тем самым и число компонент SC , равно числу целых
точек в пермутоэдре или, что то же самое, числу лесов на n вершинах. Например, при n = 3
многообразие SC имеет 7 компонент.

Заметим, что компоненты SC , соответствующие вершинам пермутоэдра, нетрудно ука-
зать явно. Пусть � – любое отношение порядка на множестве {1, . . . , n}. Рассмотрим боре-
левскую подалгебру

b� = {L ∈ gl(n) | Lij = 0 ∀ i � j}

и соответствующую максимальную нильпотентную подалгебру

n� = [b�, b�] = {L ∈ b� | Lii = 0}.

Пусть также q� – класс смежности

q� = diag(α1, . . . , αn) + n� ⊂ b�.

Простое вычисление показывает, что для любого отношения порядка� множество q� лежит
в SC . Более того, можно показать, что q� – неприводимая компонента SC , соответствующая
одной из вершин пермутоэдра (заметим, что число отношений порядка на множестве из n
элементов равно n!, то есть совпадает с числом вершин пермутоэдра).

Интересно также отметить, что решения уравнений (?), лежащие в компонентах вида
q�, являются целыми функциями времени, а именно – полиномами от экспонент, см. рабо-
ту М.В.Мещерякова [10]. Решения же, соответствующие внутренним точкам пермутоэдра,
являются, вообще говоря, рациональными функциями от экспонент (то, что решения явля-
ются элементарными функциями, следует просто из того, что геометрический род кривой
C равен нулю).
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3 Доклады на семинарах
1. Working Group in Hamiltonian Systems, University of Toronto, доклад «Bi-Hamiltonian

structures and stability of motion».

2. Working Group in Hamiltonian Systems, University of Toronto, доклад «Singular fibers of
integrable systems, reducible curves, and convex polytopes».

3. Современные геометрические методы, Мехмат МГУ, доклад «Локальная геометрия
бигамильтоновых структур».

4. Семинар по многомерному комплексному анализу (Семинар Витушкина), Мехмат
МГУ, доклад «Динамика многомерного твердого тела и алгебраические кривые».

4 Педагогическая деятельность

4.1 Преподавание
В весеннем семестре 2014 года я вел семинары по курсам «Классическая дифференциальная
геометрия», «Наглядная геометрия и топология» на механико-математическом факультете
МГУ, лекции и семинары по курсу «Дополнительные главы алгебры и анализа: продолже-
ние» на факультете прикладной политологии ВШЭ, а также семинары по курсу «Линейная
алгебра» в совместном бакалавриате ВШЭ-РЭШ. Кроме того, я руководил студенческим се-
минаром «Алгебраическая геометрия и интегрируемые системы» и соруководил семинаром
«Современные геометрические методы» на механико-математическом факультете МГУ.

4.2 Научное руководство
1. Константин Алешкин, студент 5ого курса Мехмата МГУ, соруководство.

2. Екатерина Голова, студентка 4ого курса Мехмата МГУ.

5 Экспертная деятельность
В этом году я писал рецензии для журнала Journal of Geometry and Physics.
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