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Ïðæèÿëêîâñêîãî Âèêòîðà Âëàäèìèðîâè÷à
ïî ïðîãðàììå Ôîíäà �Äèíàñòèÿ�

1. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â 2014 ãîäó

Îñíîâíûì ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ â 2014 ãîäó áûëè ïîëíûå ïåðåñå÷åíèÿ â ãðàññìà-
íèàíàõ, à òàêæå òðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî. Â ÷àñòíîñòè, èçó÷àëñÿ âîïðîñ ïî-
ñòðîåíèÿ èõ ìîäåëåé Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà è èçó÷åíèÿ èõ ñâîéñòâ.

1.1. Ïîëíûå ïåðåñå÷åíèÿ â ãðàññìàíèàíàõ ïëîñêîñòåé. Íàïîìíèì, ÷òî áîëü-
øèíñòâî ãëàäêèõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî îïèñûâàþòñÿ êàê ïîëíûå ïåðåñå-
÷åíèÿ â ãëàäêèõ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ, à îñòàëüíûå � ëèáî êàê ïîëíûå ïåðå-
ñå÷åíèÿ â îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ (ïðåèìóùåñòâåííî ãðàññìàíèàíàõ ïëîñêîñòåé),
èëè (åäèíñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå, V22) êàê ìíîãîîáðàçèå, äîïóñêàþùåå õîðîøåå òî-
ðè÷åñêîå âûðîæäåíèå (à èìåííî, ê ìíîãîîáðàçèþ, èìåþùåìó ëèøü îáûêíîâåííûå
äâîéíûå òî÷êè â êà÷åñòâå îñîáåííîñòåé). (Î÷åíü ñëàáûå) ìîäåëè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà
òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî, ñîîòâåòñòâóþùèå àíòèêàíîíè÷åñêîé ñèìïëåêòè÷å-
ñêîé ôîðìå, áûëè ïîñòðîåíû ìíîþ (äëÿ ìíîãîîáðàçèé îñíîâíîé ñåðèè, [Prz13]) è
Êîóòñîì, Êîðòè, Ãàëêèíûì, Ãîëûøåâûì è Êàñïð÷èêîì (ñì. [CCGGK12]). À èìåííî,
áûëè íàéäåíû (è, â ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèé îñíîâíîé ñåðèè, èçó÷åíû) ìíîãî÷ëåíû Ëî-
ðàíà, òàêèå ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïåðèîäû ñîâïàäàþò ñ I-ðÿäàìè, òî åñòü ïðîèç-
âîäÿùèìè ðÿäàìè îäíîòî÷å÷íûõ èíâàðèàíòîâ Ãðîìîâà�Âèòòåíà ìíîãîîáðàçèé Ôàíî.
Îäíàêî õîòåëîñü áû ïîëó÷èòü òàêèå ìîäåëè áîëåå ñèñòåìàòè÷åñêèì îáðàçîì, â ÷àñò-
íîñòè, ïîçâîëÿþùèì ñòðîèòü ìîäåëè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà, ñîîòâåòñòâóþùèå íå òîëüêî
àíòèêàíîíè÷åñêîé, íî è ëþáîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìå. Äëÿ ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèé â
ãëàäêèõ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîãî ìåòîäà
Ãèâåíòàëÿ.
À èìåííî, îêîëî äâàäöàòè ëåò íàçàä Ãèâåíòàëü ïðåäúÿâèë êîíñòðóêöèþ (ïðè íåêî-

òîðûõ óñëîâèÿõ) äëÿ òàêèõ ìîäåëåé Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà, èñïîëüçóþùóþ êîìáèíàòî-
ðèêó òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ è ïîëíîãî ïåðåñå÷åíèÿ â íåì. Ïî íèì îí ïîñòðîèë
èíòåãðàë Ãèâåíòàëÿ è ïîêàçàë, ÷òî îí ðàâåí ñâîáîäíîìó ÷ëåíó I-ðÿäà ïîëíîãî ïå-
ðåñå÷åíèÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî, ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî
ýòè ìîäåëè ñâîäÿòñÿ ê î÷åíü ñëàáûì ìîäåëÿì Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà, òî åñòü ê ìíîãî-
÷ëåíàì Ëîðàíà, à èíòåãðàë ðàâåí ðÿäó ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà. Áîëåå
òîãî, àíàëîã ìîäåëåé è èíòåãðàëîâ Ãèâåíòàëÿ ìîæíî ïîñòðîèòü è äëÿ ïîëíûõ ïå-
ðåñå÷åíèé â íåêîòîðûõ íåòîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ, òàêèõ êàê ìíîãèå îäíîðîäíûå
ïðîñòðàíñòâà. À èìåííî, åñëè òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò âûðîæäåíèÿ ê (îñîáûì)
òîðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèÿì, èìåþùèì ìàëîå ðàçðåøåíèå, òî àíàëîãîì êîíñòðóêöèè
Ãèâåíòàëÿ ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ñïåöèàëèçàöèÿ êîíñòðóêöèè äëÿ ïîëíîãî ïåðåñå÷åíèÿ
â ìàëîì ðàçðåøåíèè.
Äëÿ ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèé â ãðàññìàíèàíàõ (èëè, áîëåå îáùî, â ìíîãîîáðàçèÿõ ÷à-

ñòè÷íûõ ôëàãîâ) òàêîå îáîáùåíèå áûëî ïîñòðîåíî è èçó÷åíî Áàòûðåâûì, ×èîêàí-
Ôîíòàíèíîì, Êèìîì è âàí Ñòðàòåíîì â [BCFKS97] è [BCFKS98]. Â ýòèõ æå ðàáîòàõ
ñîâïàäåíèå èíòåãðàëîâ Ãèâåíòàëÿ ñ I-ðÿäàìè áûëî âûäâèíóòî â êà÷åñòâå ãèïîòåçû,
äîêàçàííîé âïîñëåäñòâèè â [BCK03] äëÿ ãðàññìàíèàíîâ ïëîñêîñòåé è â [MR13] äëÿ
âñåõ ãðàññìàíèàíîâ. Îäíàêî âîïðîñ, ñâîäÿòñÿ ëè ìîäåëè è èíòåãðàëû Ãèâåíòàëÿ äëÿ
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íèõ ê ìíîãî÷ëåíàì Ëîðàíà, îñòàâàëñÿ íåÿñíûì. Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò, äëÿ ïîëíûõ
ïåðåñå÷åíèé â ãðàññìàíèàíàõ ïëîñêîñòåé, áûë äàí â ýòîì ãîäó Øðàìîâûì è ìíîþ.
Îïèøåì óïîìÿíóòûå âûøå êîíñòðóêöèè áîëåå ïîäðîáíî. Ðàññìîòðèì ïîëíîå ïåðå-

ñå÷åíèå Y = X ∩Y1∩ . . .∩Yl â ãëàäêîì òîðè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè X ñ ÷èñëîì Ïèêàðà
ρ(X) = ρ. Ïóñòü ïåðåìåííûå ui, 1 ≤ i ≤ N , ñîîòâåòñòâóþò ëó÷àì âååðà X. Âûáåðåì
nef-ðàçáèåíèå E0, . . . , El ⊂ {1, . . . , N}, ñîîòâåòñòâóþùåå Y . Ïóñòü Ri � ïîðîæäàþùèå
ãðóïïû ñîîòíîøåíèé íà ëó÷è âååðà X, èíòåðïðåòèðóåìûå êàê ìîíîìû îò ïåðåìåí-
íûõ ui. Çàôèêñèðóåì ïàðàìåòðû qi, ñîîòâåòñòâóþùèå ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìå íà Y .
Òîãäà ìîäåëü Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà Ãèâåíòàëÿ � ýòî ìíîãîîáðàçèå

{Ri = qi,
∑
s∈Ei

us = 1, 1 6 i 6 ρ, 1 6 s 6 l}

ñ ñóïåðïîòåíöèàëîì
∑

s∈E0
us. Èíòåãðàë Ãèâåíòàëÿ äëÿ Y � ýòî èíòåãðàë

IY =

∫
|ui|=εi

1

(2πi)N
du1

u1

∧ . . . ∧ dxN

xN

1∏ρ
r=1 (Rr − qr) ·

∏l
s=0

(
1−

∑
v∈Es

uv

)
äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë εi. Çàôèêñèðóåì ïàðàìåòðû qi, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå àíòèêàíîíè÷åñêîé ôîðìå íà Y .
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì Áàòûðåâûì, ×èîêàí-Ôîíòàíèíîì, Êèìîì è âàí Ñòðàòåíîì

áûëà îïèñàíà ìîäåëü Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà äëÿ ïîëíîãî ïåðåñå÷åíèÿ â ãðàññìàíèàíå.
Äëÿ ãðàññìàíèàíà ïëîñêîñòåé îíà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ìíîãîîáðà-
çèå Y = G(2, k + 2) ∩ Y1 ∩ . . . ∩ Yl, deg Yi = di, ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïåðåñå÷åíèåì Ôàíî.
Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ìíîãî÷ëåíû Ëîðàíà íà T = SpecC[a±1

1,1, . . . , a
±1
k,1, a

±1
1,2, . . . , a

±1
k,2]:

F0 = a1,1, Fi =
ai+1,1

ai, 1
+

ai+1,2

ai,k
, 1 ≤ i ≤ k − 1, Fk =

k∑
j=1

aj,2
aj,1

, Fk+1 =
1

ak,2
.

Îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåíû Ëîðàíà Es, 1 ≤ s ≤ l, êàê ñóììû ds ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ Fi, à E0 êàê ñóììó âñåõ íåçàäåéñòâîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ Fi. Òîãäà ñòàí-

äàðòíàÿ ìîäåëü Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà äëÿ Y � ýòî ìíîãîîáðàçèå {Ei = 1, 1 ≤ i ≤ l} ⊂ T
ñ ñóïåðïîòåíöèàëîì E0.
Ñîâìåñòíî ñ Ê.Øðàìîâûì ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà ([PSh14]). Ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà äëÿ ãëàäêîãî ïîëíîãî

ïåðåñå÷åíèÿ Ôàíî Y â ãðàññìàíèàíå ïëîñêîñòåé áèðàöèîíàëüíà òîðó. Â ÷àñòíîñòè,

ñóïåðïîòåíöèàë çàäàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Ëîðàíà fY .

À èìåííî, íàìè áûë ïîñòðîåí êîíêðåòíûé àëãîðèòì, íà êàæäîì øàãå êîòîðîãî
îäíà èç êîîðäèíàòíûõ ïåðåìåííûõ áèðàöèîíàëüíî âûðàæàåòñÿ èç î÷åðåäíîãî óðàâ-
íåíèÿ Ei, çàäàþùåãî ìîäåëü Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà òàê, ÷òî ñóïåðïîòåíöèàë îñòàåòñÿ
ìíîãî÷ëåíîì Ëîðàíà. Îæèäàåòñÿ, ÷òî ýòîò àëãîðèòì ïî÷òè áóêâàëüíî ìîæíî îáîá-
ùèòü íà ñëó÷àé ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèé â ïðîèçâîëüíûõ ãðàññìàíèàíàõ.
Ïóñòü f � ìíîãî÷ëåí Ëîðàíà îò m ïåðåìåííûõ x1, . . . , xm. Èíòåãðàë

If (t) =

∫
|xi|=εi

1

(2πi)m
dx1

x1

∧ . . . ∧ dxm

xm

1

1− tf
∈ C[[t]]

íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì ïåðèîäîì äëÿ f , ãäå εi � ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.
Åãî ìîæíî âû÷èñëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè ϕj � ïîñòîÿííûé ÷ëåí ìíîãî÷ëå-
íà f j, òî If (t) =

∑
ϕjt

j. Ýòî îïðåäåëåíèå îïðàâäûâàåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.
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Ïóñòü P � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Ïèêàðà�Ôóêñà äëÿ ïó÷êà ãèïåðïîâåðõíî-
ñòåé â òîðå, çàäàííîãî ìíîãî÷ëåíîì f . Òîãäà P [If (t)] = 0.
Îêàçûâàåòñÿ, îïèñàííûå â ïðåäûäóùåé òåîðåìå áèðàöèîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

ñîõðàíÿþò èíòåãðàë Ãèâåíòàëÿ.

Ïðåäëîæåíèå ([PSh14]). Èìååòñÿ ðàâåíñòâî IY = IfY .

Ñ êàæäûì ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî V ìîæíî ñâÿçàòü ðåãóëÿðèçîâàííûé ïîñòîÿííûé

÷ëåí I-ðÿäà ĨV0 = 1+a1t+a2t
2+. . . .Èç ðàáîò Áàòûðåâà�×èîêàí-Ôîíòàíèíà�Êèìà�âàí

Ñòðàòåíà è Ìàðø�Ðèòø ñëåäóåò ðàâåíñòâî ĨY0 = IY . Ìíîãî÷ëåí Ëîðàíà fY íàçûâà-

åòñÿ î÷åíü ñëàáîé ìîäåëüþ ËÃ äëÿ Y , åñëè IfY = ĨY0 .
Êàê èòîã, íàìè äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå ([PSh14]). Ó âñÿêîãî ãëàäêîãî ïîëíîãî ïåðåñå÷åíèÿ Ôàíî â ãðàññìàíèàíå

ïëîñêîñòåé åñòü î÷åíü ñëàáàÿ ìîäåëü Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà.

1.2. Òðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî. Â ýòîì ãîäó áûëè ïðîäîëæåíû è, â îñíîâ-
íîì, çàâåðøåíû ïðîåêòû èçó÷åíèÿ ìîäåëåé Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà òðåõìåðíûõ ìíîãîîá-
ðàçèé Ôàíî ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé è èõ âûðîæäåíèé. Íàïîìíèì,
÷òî ñëîÿìè ìîäåëåé Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà äëÿ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðà-
çèÿ Êàëàáè�ßó, çåðêàëüíî äâîéñòâåííûå àíòèêàíîíè÷åñêèì ñå÷åíèÿì ìíîãîîáðàçèé
Ôàíî. Â ÷àñòíîñòè, â òðåõìåðíîì ñëó÷àå òàêèå ñå÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ çåðêàëüíî äâîé-
ñòâåííûìè Ê3 ïîâåðõíîñòÿìè. Çåðêàëüíàÿ äâîéñòâåííîñòü äëÿ Ê3 ïîâåðõíîñòåé îïè-
ñàíà Äîëãà÷åâûì è Íèêóëèíûì. Îíà óòâåðæäàåò ÷òî, ãðóáî ãîâîðÿ, çåðêàëüíî äâîé-
ñòâåííûìè ñåìåéñòâàìè Ê3 ïîâåðõíîñòåé ÿâëÿþòñÿ òàêèå ñåìåéñòâà, ÷òî ðåøåòêà
àëãåáðàè÷åñêèõ öèêëîâ äëÿ ïîâåðõíîñòåé èç îäíîãî ñåìåéñòâà ñîâïàäàåò ñ ðåøåò-
êîé òðàíñöåíäåíòíûõ öèêëîâ äðóãîãî, è íàîáîðîò. Àíòèêàíîíè÷åñêèìè ñå÷åíèÿìè
ãëàäêèõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî ÿâëÿþòñÿ Ê3 ïîâåðõíîñòè ñ ìàëûì ðàíãîì
Ïèêàðà. Ñîîòâåòñòâåííî, çåðêàëüíî äâîéñòâåííûå èì Ê3 ïîâåðõíîñòè èìåþò áîëü-
øîé ðàíã Ïèêàðà è, çíà÷èò, ìàëîå ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé. Òàê, äëÿ ìíîãîîáðàçèé
Ôàíî îñíîâíîé ñåðèè îáùåå àíòèêàíîíè÷åñêîå ñå÷åíèå èìååò ðàíã Ïèêàðà 1, à, çíà-
÷èò, ñóùåñòâóåò ëèøü îäíîìåðíîå ñåìåéñòâî ñëîåâ äâîéñòâåííûõ ìîäåëåé Ëàíäàó�
Ãèíçáóðãà. Òàêèå ìîäåëè áûëè êîíñòðóêòèâíî ïîñòðîåíû è èçó÷åíû â ìîèõ è ñîàâòî-
ðîâ ðàáîòàõ. Èñïîëüçóÿ òåõíèêó Ãèâåíòàëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà
äëÿ ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèé â ãëàäêèõ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ìíîþ ñîâìåñòíî ñ
Äîðàíîì, Èëòåíîì, Ëüþèñîì, Êàöàðêîâûì è Õàðäåðîì áûëè ïîñòðîåíû òîðè÷åñêèå
ìîäåëè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà äëÿ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî, ñîîòâåòñòâóþùèå
ïðîèçâîëüíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìå, è èçó÷åíû èõ ìîäóëÿðíûå ñâîéñòâà è èõ ìî-
íîäðîìèè. Â ÷àñòíîñòè, ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé âîçìîæíûõ ñëîåâ ìîäåëåé Ëàíäàó�
Ãèíçáóðãà äëÿ ëþáîãî òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî ïîêðûâàåòñÿ ñåìåéñòâîì (íà
åäèíèöó ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè) îäíîìåðíûõ ñåìåéñòâ � ìîäåëåé Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âûðîæäåíèÿì ìîäåëåé Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà ñîîòâåòñòâóþò áèðà-

öèîíàëüíûå ïåðåñòðîéêè èëè ðàññëîåíèÿ Ìîðè ìíîãîîáðàçèé Ôàíî. ßðêèì ïðèìåðîì
òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ áàçîâûõ ëèíêîâ. Êîíñòðóêöèè è ãèïîòåçû, âûòåêà-
þùèå èç òàêîé òî÷êè çðåíèÿ, èçó÷àëèñü ìíîþ ñîâìåñòíî ñ Èëòåíîì, Êàñïð÷èêîì,
Êàöàðêîâûì è Ñàêîâè÷åì.
Ïî îáîèì èññëåäîâàíèÿì â ñëåäóþùåì ãîäó îæèäàåòñÿ îïóáëèêîâàòü ïðåïðèíòû.
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