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Ïðæèÿëêîâñêîãî Âèêòîðà Âëàäèìèðîâè÷à
ïî ïðîãðàììå Ôîíäà �Äèíàñòèÿ�

1. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â 2015 ãîäó

Â 2015 ãîäó îñíîâíûìè íàïðàâëåíèÿìè èññëåäîâàíèé áûëî, âî ïåðâûõ, ïðîäîëæå-
íèå èçó÷åíèÿ çåðêàëüíîé ñèììåòðèè, à, âî-âòîðûõ, èçó÷åíèå âîïðîñà ðàöèîíàëüíîñòè
äâîéíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ âåòâëåíèåì â êâàðòèêå.

1.1. Òîðè÷åñêèå ìîäåëè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà. Íàïîìíèì, ÷òî îäíèì èç ïåðâûõ
÷èñëåííûõ ïðîÿâëåíèé ôåíîìåíà çåðêàëüíîé ñèììåòðèè ÿâëÿëñÿ ñëåäóþùèé. Ðàñ-
ñìîòðèì ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå Êàëàáè�ßó Y ðàçìåðíîñòè n. Òîãäà äëÿ íåãî ñóùå-
ñòâóåò çåðêàëüíî äâîéñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå Êàëàáè�ßó Y ∨ òîé æå ðàçìåðíîñòè, òà-
êîå ÷òî hp,q(Y ) = hn−p,q(Y ∨). Èíûìè ñëîâàìè, ðîìáû Õîäæà äâîéñòâåííûõ ìíîãîîá-
ðàçèé ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïîâîðîòîì íà 90◦ èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, çåðêàëüíûì
îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè; îòñþäà è ñàì òåðìèí �çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ�.
Ïðèìåðîì òàêîãî ñîîòâåòñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò Áàòûðåâà�Áîðèñîâà
(ñì. [BB96]). Ðàññìîòðèì ãîðåíøòåéíîâî òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå T è íåô-ðàçáèåíèå
íà íåì, òî åñòü ðàçáèåíèå àíòèêàíîíè÷åñêîãî äèâèçîðà

−KT = D1 + . . .+DN = D1,1 + . . .+D1,i1 + . . .+Dk,1 + . . .+Dk,ik ,

ãäå êàæäàÿ ñóììà ãðàíè÷íûõ äèâèçîðîâ Dj,1+. . .+Dj,ij ýêâèâàëåíòíà ãëàäêîé ãèïåð-
ïîâåðõíîñòè Yj. Ðàññìîòðèì ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå Y = T ∩Y1 . . .∩Yk. Ðàññìîòðèì äâîé-
ñòâåííîå òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå T∨, äâîéñòâåííîå íåô-ðàçáèåíèå è äâîéñòâåííîå
ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå Êàëàáè�ßó Y ∨ = T∨∩Y ∨

1 ∩. . .∩T∨
k . Ïîëîæèì n = dimY = dimY ∨.

òîãäà

hp,q
st (Y ) = hn−p,q

st (Y ∨),

ãäå hp,q
st (·) � ñòðóííûå ÷èñëà Õîäæà, ñîâïàäàþùèå ñ îáû÷íûìè â ãëàäêîì ñëó÷àå.

Îïèñàííàÿ âûøå êîíñòðóêöèÿ ìîäåëåé Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà äëÿ ïîëíûõ ïåðåñå÷å-
íèé â òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ ïðèíàäëåæèò Ãèâåíòàëþ (ñì. [Gi98]). Åñëè áðàòü
íå âñå ãðàíè÷íûå äèâèçîðû, à òîëüêî ÷àñòü, òî òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ ïðèâîäèò ê äâîé-
ñòâåííîñòè ìåæäó ìíîãîîáðàçèÿìè Ôàíî è ìîäåëÿìè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà, òî åñòü îä-
íîìåðíûìè ñåìåéñòâàìè ìíîãîîáðàçèé Êàëàáè�ßó. Îäíàêî äî íåäàâíåãî âðåìåíè
÷èñëà Õîäæà äëÿ òàêèõ ìîäåëåé áûëè íå îïðåäåëåíû. Â êîíöå 2014 ãîäà Êàöàð-
êîâ, Êîíöåâè÷ è Ïàíòåâ äàëè îïðåäåëåíèÿ òðåõ íàáîðîâ ÷èñåë fp,q(Y, f), hp,q(Y, f) è
ip,q(Y, f) äëÿ ñåìåéñòâ f : Y → C ñ íåêîòîðûìè (äîâîëüíî ñëàáûìè) óñëîâèÿìè. Îíè
âûäâèíóëè ãèïîòåçû, ãëàñÿùèå, ÷òî, âî-ïåðâûõ, fp,q(Y, f) = hp,q(Y, f) = ip,q(Y, f), à
âî-âòîðûõ, ÷òî åñëè (Y, f) � ìîäåëü Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî X,
dimX = dimY = n, òî hp,q(X) = hn−p,q(Y, f).
Ïðîâåðêà ýòèõ ãèïîòåç äëÿ ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî è áûëà öåëüþ ñîâìåñòíîé

ðàáîòû ñ Â.Ëóíöåì. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî Sd ñòåïåíè d ÷èñëà
Õîäæà çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè: h0,0(Sd) = h2,2(Sd) = 1, h1,1 = 10 − d,
hp,q = 0 äëÿ p ̸= q. Ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî áûëè èçíà÷àëüíî îïðåäåëåíû êàê ïðî-
åêòèâíî íîðìàëüíûå ïîâåðõíîñòè ñòåïåíè d â Pd, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ êîíóñàìè. (Â
÷àñòíîñòè, ýòî èñêëþ÷àåò ñëó÷àè d = 1 è d = 2, êîòîðûå ñëåäóåò ðàññìîòðåòü îñîáî.)
Òàêèå ïîâåðõíîñòè åñòåñòâåííî ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé: åñëè ñïðîåêòèðîâàòü ïîâåðõ-
íîñòü ñòåïåíè d â Pd èç òî÷êè íà íåé, ìû ïîëó÷èì (âîçìîæíî îñîáóþ) ïîâåðõíîñòü
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ñòåïåíè d− 1 â Pd−1. Òàêèì îáðàçîì, âûáèðàÿ îáùèå öåíòðû ïðîåêöèé, ìû ïîëó÷èì
îáû÷íîå îïèñàíèå ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî êàê ðàçäóòèé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî íàèáîëüøåé
ñòåïåíè, òî åñòü ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü, ÿâëÿåòñÿ òîðè÷åñêîé, è âûáèðàÿ òîðè÷å-
ñêèå öåíòðû ïðîåêöèé, ìîæíî ïîñòðîèòü òîðè÷åñêèå âûðîæäåíèÿ ïîâåðõíîñòåé äåëü
Ïåööî. Ðàññìîòðèì âååðíûé ìíîãîóãîëüíèê ∆d òàêîãî òîðè÷åñêîãî âûðîæäåíèÿ Td

ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî Sd. Ýòî ìíîãîóãîëüíèê ñ åäèíñòâåííîé ñòðîãî âíóòðåííåé
öåëîé òî÷êîé � öåíòðîì êîîðäèíàò � è ñ 12 − d öåëûìè òî÷êàìè íà ãðàíèöå. Òî-
ðè÷åñêèå ìîäåëè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà äëÿ Sd îïèñûâàþòñÿ êàê ìíîãî÷ëåíû Ëîðàíà ñ
íîñèòåëÿìè â ∆d. (Â ÷àñòíîñòè, ÷èñëî ïàðàìåòðîâ ïî ìîäóëþ äåéñòâèÿ òîðà, îò êî-
òîðûõ îíè çàâèñÿò, ðàâíî 10−d, òî åñòü ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ñèìïëåêòè÷åñêèõ
ôîðì íà Sd; êîîðäèíàòû ôîðì è ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè ìíîãî÷ëåíà Ëîðàíà.) Äëÿ
ïðîâåðêè ãèïîòåç Êàöàðêîâà�Êîíöåâè÷à�Ïàíòåâà íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü êîìïàêòè-
ôèêàöèè Êàëàáè�ßó òîðè÷åñêèõ ìîäåëåé Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà. Òàêèå êîìïàêòèôèêà-
öèè áûëè ïîñòðîåíû êàê ðàçäóòèÿ êîìïàêòèôèêàöèé â äâîéñòâåííûõ òîðè÷åñêèõ
ïîâåðõíîñòÿõ T∨

d , îïðåäåëÿåìûõ äâîéñòâåííûì ìíîãîóãîëüíèêîì ∆∨
d . Ýòî ïîçâîëè-

ëî ïîëó÷èòü äåòàëüíîå îïèñàíèå êîãîìîëîãèé è îòíîñèòåëüíûõ êîãîìîëîãèé ìîäåëåé
Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà è äîêàçàòü ãèïîòåçû Êàöàðêîâà�Êîíöåâè÷à�Ïàíòåâà.
Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî ãèïîòåçû Êàöàðêîâà�Êîíöåâè÷à�Ïàíòåâà â ìíîãîìåð-

íîì ñëó÷àå ãîðàçäî áîëåå ñëîæíû. Îäíàêî â ðÿäå ñëó÷àåâ âîçìîæíî äîêàçàòü íåêî-
òîðûå èõ ñëåäñòâèÿ. À èìåííî, äëÿ ïó÷êà ìíîãîîáðàçèé Y (îïðåäåëåííîãî ñ òî÷íî-
ñòüþ äî èçîìîðôèçìà â êîðàçìåðíîñòè 1) îïðåäåëèì ÷èñëî kY êàê ðàçíîñòü ÷èñëà
êîìïîíåíò ïðèâîäèìûõ ñëîåâ (áåç êðàòíîñòåé) è ÷èñëà ñàìèõ ïðèâîäèìûõ ñëîåâ.
Èç ãèïîòåç ñëåäóåò, ÷òî åñëè Y � ìîäåëü Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî X,
dimX = dimY = n, òî kY = h1,n−1(X). Ñîâìåñòíî ñ Øðàìîâûì â ðàáîòå [PSh15]
áûëî äîêàçàíî ýòî ñëåäñòâèå äëÿ ìîäåëåé Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà ãèâåíòàëåâñêîãî òèïà
äëÿ ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèé.

1.2. Äâîéíûå ïðîñòðàíñòâà ñ âåòâëåíèåì â êâàðòèêå. Âòîðûì âîïðîñîì, ðàñ-
ñìàòðèâàþùèìñÿ â ýòîì ãîäó, áûë âîïðîñ ðàöèîíàëüíîñòè òðåõìåðíûõ äâîéíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ (òî åñòü äâîéíûõ íàêðûòèé ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà) ñ âåòâëåíèåì â
êâàðòèêå. Âîïðîñ ðàöèîíàëüíîñòè � îäèí èç öåíòðàëüíûõ â áèðàöèîíàëüíîé ãåîìåò-
ðèè, è íàèáîëåå åñòåñòâåííûì è èçó÷åííûì íåòðèâèàëüíûì ñëó÷àåì äëÿ íåãî ÿâëÿ-
åòñÿ ñëó÷àé òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî. Ðàöèîíàëüíîñòü èëè íåðàöèîíàëüíîñòü
ãëàäêèõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî áûëà óñòàíîâëåíà â 70 − 80-õ ãîäàõ ïðî-
øëîãî âåêà, âî ìíîãîì Èñêîâñêèõ è åãî øêîëîé. Ïîýòîìó ñëåäóþùèì åñòåñòâåííûì
âîïðîñîì ñòàë âîïðîñ ðàöèîíàëüíîñòè ìíîãîîáðàçèé, èìåþùèõ îáûêíîâåííûå äâîé-
íûå òî÷êè. Èäåîëîãè÷åñêè îí çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, �ñêîëüêî ïðîñòåéøèõ óñëîâèé íà
íåðàöèîíàëüíîå ìíîãîîáðàçèå íàäî ïîñòàâèòü, ÷òîáû îíî ñòàëî ðàöèîíàëüíûì�. Îä-
íèì èç íàèáîëåå åñòåñòâåííûõ ìíîãîîáðàçèé äëÿ èçó÷åíèÿ ýòîãî âîïðîñà è ÿâëÿåòñÿ
äâîéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ âåòâëåíèåì â êâàðòèêå.
Ìåòîäîì ïðîìåæóòî÷íîãî ÿêîáèàíà íåðàöèîíàëüíîñòü ãëàäêèõ äâîéíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ áûëà äîêàçàíà Òèõîìèðîâûì è Âóàçåí. Â ñëó÷àå îäíîé îñîáîé òî÷êè íåðà-
öèîíàëüíîñòü áûëà óñòàíîâëåíà Áîâèëåì, à â ñëó÷àå íå áîëåå ÷åì ÷åòûðåõ òî÷åê, èëè
â ñëó÷àå ïÿòè îáùèõ òî÷åê � Äåáàðîì. Äðóãîé ïîäõîä ê ïðîáëåìå ðàöèîíàëüíîñòè
ïðèíàäëåæèò Àðòèíó è Ìàìôîðäó. Â ñâîåé çíàìåíèòîé ñòàòüå 1972 ãîäà îíè äîêà-
çàëè íåðàöèîíàëüíîñòü íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ äâîéíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ 10 îñîáûìè
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òî÷êàìè, ÷òî ïðèâåëî ê (îäíîìó èç òðåõ) ðåøåíèþ ïðîáëåìû Ëþðîòà. Ïðîðûâ â èñ-
ïîëüçîâàíèè èõ ðåçóëüòàòà áûë äîñòèãíóò Âóàçåí â ñòàòüå [Vo15], îïóáëèêîâàííîé â
ýòîì ãîäó, â ñâÿçè ñ åå íîâûì ïîäõîäîì, èñïîëüçóþùèì ãðóïïû ×æîó è ðàçëîæåíèå
äèàãîíàëè. Èñïîëüçóÿ ýòîò ïîäõîä îíà ïîêàçàëà, ÷òî î÷åíü îáùåå èìåþùåå íå áî-
ëåå ÷åì ñåìü îñîáûõ òî÷åê äâîéíîå ïðîñòðàíñòâî ñòàáèëüíî íåðàöèîíàëüíî. Îäíàêî
äëÿ êîíêðåòíûõ îñîáûõ ìíîãîîáðàçèé âîïðîñ ðàöèîíàëüíîñòè îñòàâàëñÿ îòêðûòûì.
Â ðàáîòå [CPSh15] ñîâìåñòíî ñ ×åëüöîâûì è Øðàìîâûì áûëà äîêàçàíà íåðàöèî-
íàëüíîñòü âñåõ äâîéíûõ ïðîñòðàíñòâ, èìåþùèõ íå áîëåå, ÷åì øåñòü îñîáûõ òî÷åê.
Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùàÿ. Ïðîåêòèðóÿ òàêîå äâîéíîå ïðîñòðàíñòâî èç îñî-
áîé òî÷êè, ìîæíî áèðàöèîíàëüíî ïðåäñòàâèòü åãî êàê (âîçìîæíî îñîáîå) ðàññëîåíèå
íà êîíèêè. Ðàçðåøèâ åãî îñîáåííîñòè, åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ãëàäêîå ðàññëîå-
íèå íà êîíèêè. Ê ñîæàëåíèþ, îáû÷íî îíî íå ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì. Îäíàêî ñäåëàâ
îïðåäåëåííûå áèðàöèîíàëüíûå ïåðåñòðîéêè, åãî ìîæíî áèðàöèîíàëüíî ïðåäñòàâèòü
êàê ñòàíäàðòíîå. Êðèâàÿ âåòâëåíèÿ èñõîäíîãî ðàññëîåíèÿ íà êîíèêè èìååò ñèëüíûå
îãðàíè÷åíèÿ íà îñîáåííîñòè; çà ýòèìè îãðàíè÷åíèÿìè ìîæíî ïðîñëåäèòü è ïîñëå áè-
ðàöèîíàëüíûõ ïåðåñòðîåê. Íàêîíåö, íåðàöèîíàëüíîñòü ãàðàíòèðóåòñÿ çíàìåíèòûì
ðåçóëüòàòîì Øîêóðîâà (ñì. [Sh83]), óòâåðæäàþùèì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ
ïðèìèàí êðèâîé âåòâëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî ðàññëîåíèÿ íà êîíèêè, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ
ïðîìåæóòî÷íûì ÿêîáèàíîì ýòîãî ðàññëîåíèÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ÿêîáèàíîâ êðè-
âûõ, à, çíà÷èò, ñàìî ðàññëîåíèå íå ìîæåò áûòü ðàöèîíàëüíûì. Ìîæíî ïðîâåðèòü,
÷òî ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè ðàññëîåíèÿ íà êîíèêè.
×òî èçâåñòíî ïðî (íå)ðàöèîíàëüíîñòü äâîéíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ áîëüøèì ÷èñëîì îñî-

áûõ òî÷åê? Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òàêèõ òî÷åê íå áîëüøå 16. Ïðîõîðîâûì áûëà äî-
êàçàíà ðàöèîíàëüíîñòü äëÿ ñëó÷àÿ 15 è 16 îñîáûõ òî÷åê. Íàìè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
çà îäíèì êîíêðåòíûì èñêëþ÷åíèåì íå-Q-ôàêòîðèàëüíîñòü âëå÷åò ðàöèîíàëüíîñòü.
Âìåñòå ñ ðåçóëüòàòîì Êëåìåíñà î òîì, ÷òî íå-Q-ôàêòîðèàëüíîñòü ýêâèâàëåíòíà òî-
ìó, ÷òî îñîáîå ìíîæåñòâî íàêëàäûâàåò íåçàâèñèìûå ëèíåéíûå óñëîâèÿ íà êâàäðèêè,
ýòî äàåò òî, ÷òî äâîéíûå ïðîñòðàíñòâà ñ ïî êðàéíåé ìåðå îäèííàäöàòüþ îñîáûìè
òî÷êàìè íåðàöèîíàëüíû (òàê êàê ïðîñòðàíñòâî êâàäðèê äåñÿòèìåðíî). Ýòè ðåçóëü-
òàòû, íàðÿäó ñ íåêîòîðûìè äðóãèìè ñîîáðàæåíèÿìè, ïîçâîëÿþò âûäâèíóòü ãèïîòåçó
î òîì, ÷òî äëÿ äâîéíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ âåòâëåíèåì â êâàðòèêå Q-ôàêòîðèàëüíîñòü ýê-
âèâàëåíòíà íåðàöèîíàëüíîñòè. Ìû òàêæå ïîêàçûâàåì, ÷òî ýòà ãèïîòåçà ñëåäóåò èç
çíàìåíèòîé ãèïîòåçû Øîêóðîâà î |2KS +∆|.
Äðóãèì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ áûëè äâîéíûå ïðîñòðàíñòâà ñ âåòâëåíèåì â êâàð-

òèêå, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû ÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê ïÿòè ýëå-
ìåíòîâ A5. Ýòà ãðóïïà, ñîãëàñíî Ïðîõîðîâó, ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íåìíîãèõ òðåõìåð-
íûõ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ïîäãðóïï â òðåõìåðíîé ãðóïïå Êðåìîíû (ãðóïïû áèðà-
öèîíàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ òðåõìåðíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà). Â ÷àñòíîñòè,
èçâåñòíî òðè íåñîïðÿæåííûõ âëîæåíèÿ ãðóïïû A5 â òðåõìåðíóþ ãðóïïó Êðåìîíû.
Èìåÿ äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîãîîáðàçèå áèðàöèîíàëüíûìè èçîìîðôèçìàìè, ìîæíî
ðàçðåøèòü íåîïðåäåëåííîñòè ýòîãî äåéñòâèÿ è, ïðèìåíèâ èíâàðèàíòíóþ ïðîãðàììó
ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé, ïîëó÷èòü äåéñòâèå ãðóïïû íà (â òðåõìåðíîì ñëó÷àå) ëèáî
ìíîãîîáðàçèè Ôàíî ðàíãà Ïèêàðà 1, ëèáî ðàññëîåíèè íà êîíèêè, ëèáî ðàññëîåíèè íà
ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî. Âûøå ìû îïèñàëè ñâÿçü îñîáûõ äâîéíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ðàñ-
ñëîåíèÿìè íà êîíèêè (ñòàíäàðòíûå ðàññëîåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè â ñìûñëå
ïðîãðàììû ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé). Òàêèì îáðàçîì, êðîìå ñàìîñòîÿòåëüíîãî èíòå-
ðåñà, èçó÷åíèå èíâàðèàíòíûõ äâîéíûõ ïðîñòðàíñòâ â ñëó÷àå èõ ðàöèîíàëüíîñòè äàåò
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íîâûå âëîæåíèÿ ãðóïïû A5 â ãðóïïó Êðåìîíû; è äåéñòâèòåëüíî, íàìè áûëî ïîñòðî-
åíî òàêîå âëîæåíèå.
Äåéñòâèå ãðóïïû A5 íà äâîéíîì ïðîñòðàíñòâå ïðîäîëæàåòñÿ äî äåéñòâèÿ ýòîé

ãðóïïû íà P3, êîòîðîå äâîéíîå ïðîñòðàíñòâî íàêðûâàåò. Ýòî ïîçâîëÿåò âûäåëèòü
òðè ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû A5, äâà èç êîòîðûõ ïðèâîäÿò ê ðàöèîíàëüíîìó äâîéíîìó
ïðîñòðàíñòâó, à òðåòüå ïðèâîäèò ê äâîéíûì ïðîñòðàíñòâàì, ðàçâåòâëåííûõ â êâàð-
òèêàõ Õàøèìîòî, òî åñòü â êâàðòèêàõ âèäà(

x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4

)2
= λ

(
x4
0 + x4

1 + x4
2 + x4

3 + x4
4

)
â P[x1 : x2 : x3 : x4], ãäå x0 = −x1−x2−x3−x4. Ýòè êâàðòèêè îñîáû ïðè ÷åòûðåõ çíà-
÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ. ×èñëî îñîáûõ òî÷åê ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ ðàâíî ïÿòè, äåñÿòè (ïðè
äâóõ çíà÷åíèÿõ) è ïÿòíàäöàòè. (Íå)ðàöèîíàëüíîñòü â ïåðâîì è ïîñëåäíåì ñëó÷àå äà-
åòñÿ ðåçóëüòàòàìè, îáñóæäàâøèìèñÿ âûøå. Èçó÷àÿ êðèâûå âåòâëåíèÿ ðàññëîåíèé íà
êîíèêè, ñîîòâåòñòâóþùèå îñòàâøèìñÿ äâóì ìíîãîîáðàçèÿì, ìîæíî óâèäåòü, ÷òî îä-
íî èç íèõ íå ñòàáèëüíî ðàöèîíàëüíî (òàê êàê êðèâàÿ âåòâëåíèÿ íåñâÿçíà). Íåðàöèî-
íàëüíîñòü îñòàâøåãîñÿ ìíîãîîáðàçèÿ (ïðåäñêàçàííóþ îáñóæäàåìîé âûøå ãèïîòåçîé)
óñòàíîâèòü ïîêà íå óäàåòñÿ.
Íàêîíåö, ïîñëåäíèì ðåçóëüòàòîì ñòàëî äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàðèàíòíîé áèðàöèî-

íàëüíîé ñóïåðæåñòêîñòè (òî åñòü îòñóòñòâèÿ áèðàöèîíàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ, ñî-
õðàíÿþùèõ äåéñòâèå ãðóïïû A5) äëÿ âñåõ A5-èíâàðèàíòíûõ äâîéíûõ ïðîñòðàíñòâ,
çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî, èìåþùåãî ðîâíî ïÿòü îñîáûõ òî÷åê. Ýòîò ðåçóëüòàò è äàåò
÷åòâåðòîå âëîæåíèå ãðóïïû A5 â ãðóïïó Êðåìîíû òðåõìåðíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, íå ñîïðÿæåííîãî òðåì îñòàëüíûì.
Èçëîæåííûå âûøå ðåçóëüòàòû îá A5-èíâàðèàíòíûõ äâîéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ îïóá-

ëèêîâàíû â ðàáîòå [CPSh16].

2. Èòîãè ïðîãðàììû

Â ïðîãðàììå áûëî çàÿâëåíî òðè íàïðàâëåíèÿ. Âêðàòöå, ïåðâîå ñîñòîÿëî â îïèñàíèè
ñâÿçè òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî ñ ïîìîùüþ òîðè÷åñêèõ áàçîâûõ ëèíêîâ; òàê-
æå áûëà íàäåæäà ñâÿçàòü ýòó êîíñòðóêöèþ ñ çåðêàëüíî äâîéñòâåííûìè ìîäåëÿìè
Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà. Âòîðîå ñîñòîÿëî â èññëåäîâàíèè ìîäóëÿðíûõ ñâîéñòâ ìîäåëåé
Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà äëÿ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî. Íàêîíåö, òðåòüå íàïðàâ-
ëåíèå ñîñòîÿëî â èçó÷åíèè èíâàðèàíòîâ òîðè÷åñêèõ ìîäåëåé Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà, â
÷àñòíîñòè òåõ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü íåêîòîðûå ÷èñëà Õîäæà ìíîãîîáðàçèé
Ôàíî.
Ïî âñåì òðåì íàïðàâëåíèÿì çà âðåìÿ ïîääåðæêè ôîíäîì áûëî ñäåëàíî ñóùåñòâåí-

íîå ïðîäâèæåíèå. Çàäà÷è, ïîñòàâëåííûå â ðàìêàõ ïåðâûõ äâóõ íàïðàâëåíèé, áûëè
ðåøåíû, à ïðåïðèíòû (ñîâìåñòíûå ñ ñîàâòîðàìè) ãîòîâÿòñÿ ê ïóáëèêàöèè. Â ðàìêàõ
òðåòüåãî íàïðàâëåíèÿ áûëî îïóáëèêîâàíî íåñêîëüêî ðàáîò. Êðîìå òîãî, îáíàðóæè-
ëàñü áîëåå ãëóáîêàÿ ñâÿçü ìåæäó ÷èñëàìè Õîäæà ìíîãîîáðàçèé Ôàíî è èõ äâîé-
ñòâåííûõ ìîäåëåé Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà; èçó÷åíèå ýòîé ñâÿçè ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå
ñîâìåñòíîãî ñ Â.Ëóíöåì èññëåäîâàíèÿ, ÿâëÿþùåãîñÿ åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì è
îáîáùåíèåì íàïðàâëåíèÿ, ñôîðìóëèðîâàííîãî â ïðîåêòå.
Êðîìå òîãî, â ïîñëåäíèé ãîä âîçíèêëî íîâîå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé � èçó÷å-

íèå áèðàöèîíàëüíûõ ñâîéñòâ, â ÷àñòíîñòè ðàöèîíàëüíîñòè, äâîéíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ
âåòâëåíèåì â êâàðòèêå.
Çà ïåðèîä ïîääåðæêè ôîíäîì áûëî îïóáëèêîâàíî äåâÿòü ðàáîò, èç íèõ äâà ïî-

äàííûõ â æóðíàëû ïðåïðèíòà, îäíà ïðèíÿòàÿ ñòàòüÿ, êîòîðàÿ áóäåò îïóáëèêîâàíà â
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íà÷àëå 2016 ãîäà, è øåñòü îïóáëèêîâàííûõ ñòàòåé (÷àñòü ñòàòåé áûëà íàïèñàíà èëè
ïîäãîòîâëåíà äî íà÷àëà ïîääåðæêè ôîíäîì, íî áûëà îïóáëèêîâàíà ïîñëå).
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