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Àíäðåé Ñîëäàòåíêîâ

1. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ýòîì ãîäó

1.1. Àáñîëþòíî òðèàíàëèòè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ â ãèïåðêýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ è

k-ñèìïëåêòè÷åñêèå ñòðóêòóðû. Íàïîìíèì, ÷òî ãèïåðêýëåðîâà ñòðóêòóðà íà C∞-ìíîãîîáðàçèè

M � ýòî òðîéêà èíòåãðèðóåìûõ ïî÷òè-êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð I, J , K, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò êâà-

òåðíèîííûì ñîîòíîøåíèÿì IJ = −JI = K è ðèìàíîâà ìåòðèêà g, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êýëåðîâîé

îòíîñèòåëüíî I, J è K. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì âñåãäà ñ÷èòàòü, ÷òî M êîìïàêòíî. Ãðóïïà ãîëîíî-

ìèè ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà íà ãèïåðêýëåðîâîì ìíîãîîáðàçèè ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â Sp(n). Åñëè

îíà ñîâïàäàåò ñ Sp(n), òî ìíîãîîáðàçèå M íàçûâàþò ïðîñòûì ãèïåðêýëåðîâûì, èëè íåïðèâîäèìûì

ãîëîìîðôíî-ñèìïëåêòè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì. Òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò äðóãîå, ýêâèâàëåíòíîå

äàííîìó îïðåäåëåíèå. À èìåííî, êýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå M ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì ãîëîìîðôíî-

ñèìïëåêòè÷åñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî îäíîñâÿçíî è ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ 2-ôîðì

H0(M,Ω2
M ) ïîðîæäåíî ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé σ. Ïðè ýòîì êîìïëåêñíàÿ ðàçìåðíîñòü M ÿâëÿ-

åòñÿ ÷åòíîé dimM = 2n è óñëîâèå ñèìïëåêòè÷íîñòè îçíà÷àåò, ÷òî σn çàäàåò òðèâèàëèçàöèþ êàíî-

íè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî M � íåïðèâîäèìîå ãîëîìîðôíî-ñèìïëåêòè÷åñêîå

ìíîãîîáðàçèå.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ R, òàêèõ ÷òî a2 + b2 + c2 = 1, îïåðàòîð L = aI + bJ + cK çàäàåò

êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó íà M , êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü èíäóöèðîâàííîé äåéñòâèåì êâàòåðíèî-

íîâ. Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî Z ⊂M . Îíî íàçûâàåòñÿ òðèàíàëèòè÷åñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì, åñëè

Z ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì â (M,L) äëÿ ëþáîé èíäóöèðîâàííîé êîì-

ïëåêñíîé ñòðóêòóðû. Èçâåñòíî, ÷òî íîðìàëèçàöèÿ òðèàíàëèòè÷åñêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ

ãëàäêèì ãèïåðêýëåðîâûì ìíîãîîáðàçèåì.

Óñëîâèå òðèàíàëèòè÷íîñòè ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàê èçâåñòíî, ëþáîå

íåïðèâîäèìîå ãîëîìîðôíî-ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå M èìååò óíèâåðñàëüíóþ äåôîðìàöèþ

π : M → U , áàçà êîòîðîé ãëàäêàÿ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî U ÿâëÿåòñÿ øàðîì â CN . Ìíîæåñòâî èí-

äóöèðîâàííûõ êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð îáðàçóåò ñåìåéñòâî � òâèñòîðíîå ñåìåéñòâî � áàçîé êîòîðîãî

ÿâëÿåòñÿ CP 1. Òâèñòîðíîå ñåìåéñòâî îïðåäåëÿåò â áàçå óíèâåðñàëüíîé äåôîðìàöèè íåêîòîðóþ êðè-

âóþ C ⊂ U (èçîìîðôíóþ íåêîòîðîìó îòêðûòîìó ïîäìíîæåñòâó â CP 1). Ïîäìíîæåñòâî Z ⊂ M

ÿâëÿåòñÿ òðèàíàëèòè÷åñêèì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêèì ïîäìíîæåñòâîì ñëî¼â

Mt = π−1(t) äëÿ t ∈ C (óíèâåðñàëüíîå ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôíî ïðîèçâåäåíèþ M × U è âñå

ñëîè ìû ñ÷èòàåì îòîæäåñòâëåííûìè êàê C∞ ìíîãîîáðàçèÿ). Ìû ìîæåì íàëîæèòü áîëåå ñèëüíîå

óñëîâèå: ñêàæåì ÷òî Z ⊂M ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî òðèàíàëèòè÷åñêèì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíî-

àíàëèòè÷åñêèì ïîäìíîæåñòâîì ñëî¼âMt äëÿ âñåõ t ∈ U .
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè òî÷êà t ∈ U âûáðàíà äîñòàòî÷íî îáùåé, òî âñå êîìïëåêñíûå ïîäìíî-

ãîîáðàçèÿ â ñëîåMt ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî òðèàíàëèòè÷åñêèìè. Ñëîâà �äîñòàòî÷íî îáùåé� â äàííîì

ñëó÷àå îçíà÷àþò, ÷òî t ëåæèò â äîïîëíåíèè ê îáúåäèíåíèþ íåêîòîðîãî ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà ãèïåð-

ïîâåðõíîñòåé â U . Âîçíèêàåò âîïðîñ, ñóùåñòâóþò ëè êàêèå-ëèáî íåòðèâèàëüíûå àáñîëþòíî òðè-

àíàëèòè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ â ãèïåðêýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò

âîïðîñ áûë ïîëó÷åí Âåðáèöêèì è Êàëåäèíûì, êîòîðûå ïîñòðîèëè ïðèìåð òàêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ

â îáîáùåííîì êóììåðîâîì ìíîãîîáðàçèè.
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Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî âûøå, ëþáîå àáñîëþòíî òðèàíàëèòè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ãè-

ïåðêýëåðîâûì (âîçìîæíî, ïîñëå íîðìàëèçàöèè). Ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèîííîé òåîðåìå Áîãîìîëîâà-

Áîâèëÿ âñÿêîå ãèïåðêýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå ïîñëå ïåðåõîäà ê êîíå÷íîìó ýòàëüíîìó íàêðûòèþ ðàñïà-

äàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòíîãî òîðà ñ ãèïåðêýëåðîâîé ñòðóêòóðîé è íåñêîëüêèõ íåïðèâîäèìûõ

ãîëîìîðôíî-ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Ìîæíî çàäàòüñÿ âîïðîñîì î òîì, êàêîãî òèïà ãèïåð-

êýëåðîâû ìíîãîîáðàçèÿ ìîãóò áûòü àáñîëþòíî òðèàíàëèòè÷åñêèìè ïîäìíîæåñòâàìè âM . Â ïðèìåðå

Âåðáèöêîãî è Êàëåäèíà ïîäìíîãîîáðàçèå èçîìîðôíî ñõåìå Ãèëüáåðòà òî÷åê íà K3-ïîâåðõíîñòè.

Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå â Âåðáèöêèì ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè M � ýòî îäíî èç äâóõ èñêëþ÷èòåëüíûõ

ìíîãîîáðàçèé Î'Ãðýéäè, òî â íåì íå ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ àáñîëþòíî òðèàíàëèòè÷åñêîãî ïîäìíî-

ãîîáðàçèÿ, íîðìàëèçàöèåé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òîð. Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå 10-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ

Î'Ãðýéäè ìû äîêàçàëè, ÷òî òðèàíàëèòè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ â íåì (åñëè îíè ñóùåñòâóþò) äîëæ-

íû áûòü íîâîãî, íåèçâåñòíîãî íà äàííûé ìîìåíò òèïà.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà òîì, ÷òî íà ïåðâûõ ãîìîëîãèÿõ àáñîëþòíî òðèàíàëèòè÷åñêîãî òî-

ðà âîçíèêàåò íåêîòîðàÿ ñòðóêòóðà, êîòîðóþ ìû íàçâàëè k-ñèìïëåêòè÷åñêîé. Ýòà ñòðóêòóðà îïðå-

äåëÿåòñÿ òàê. Ïóñòü V � êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 4m. Ïîäïðîñòðàíñòâî

Ω ⊂ Λ2V ∗ ðàçìåðíîñòè k çàäàåò k-ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó íà V , åñëè

• äëÿ ëþáîé íåíóëåâîé 2-ôîðìû ω ∈ Ω ëèáî dim(kerω) = 0, ëèáî dim(kerω) = 2m;

• ìíîæåñòâî âûðîæäåííûõ 2-ôîðì ω îáðàçóåò êâàäðèêó â PΩ.

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî k-ñèìïëåêòè÷åñêèå ñòðóêòóðû ñóùåñòâóþò äëÿ ëþáîãî k. Ïðè ýòîì ñóùåñòâî-

âàíèå òàêîé ñòðóêòóðû íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà ðàçìåðíîñòü V , ÷òî áûëî èñïîëüçîâàíî äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà îòñóòñòâèÿ àáñîëþòíî òðèàíàëèòè÷åñêèõ òîðîâ â ìíîãîîáðàçèÿõ Î'Ãðýéäè.

2. Îïóáëèêîâàííûå è ïîäàííûå â ïå÷àòü ðàáîòû

1. A. Soldatenkov, M. Verbitsky k-symplectic structures and absolutely trianalytic subvarieties in

hyperkahler manifolds, arXiv:1409.1100

3. Äèññåðòàöèÿ

Â èþíå 2014 ãîäà ÿ çàùèòèë êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ íà òåìó �Ãåîìåòðèÿ ãèïåðêîìïëåêñíûõ

ìíîãîîáðàçèé�, íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü � Ì. Âåðáèöêèé.

4. Ó÷àñòèå â êîíôåðåíöèÿõ è øêîëàõ

1. Moduli spaces of irreducible symplectic varieties, cubics and Enriques surfaces, Lille, March 24-28,

2014

2. A workshop on the Chow group of holomorphically symplectic manifolds, Moscow, May 19-23,

2014

3. Derived Categories, Motives and Zeta-functions, Edinburgh, June 9-11, 2014

4. Complex manifolds, dynamics and birational geometry, Moscow, November 10-14, 2014
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5. Ðàáîòà â íàó÷íûõ öåíòðàõ è ìåæäóíàðîäíûõ ãðóïïàõ

ß ÿâëÿþñü ñòàæåðîì-èññëåäîâàòåëåì Ëàáîðàòîðèè àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè è åå ïðèëîæåíèé,

ÍÈÓ-ÂØÝ, Ìîñêâà. Ñ 1-ãî îêòÿáðÿ 2014 ãîäà ÿ ÿâëÿþñü ïîñòäîêîì â èíñòèòóòå Ìàêñà Ïëàíêà â

Áîííå, Ãåðìàíèÿ.

6. Ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü

Â âåñåííåì ñåìåñòðå ó÷àñòâîâàë â ïðîâåäåíèè ñòóäåí÷åñêèõ ñåìèíàðîâ ïî êóðñó �Êîìïëåêñíàÿ

àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ� â ÍÈÓ-ÂØÝ. Â èþíå 2014 ÿ ïðî÷èòàë ââîäíûé êóðñ èç ÷åòûðåõ ëåêöèé

�Introduction to the geometry of holomorphic symplectic manifolds� â óíèâåðñèòåòå Ýäèíáóðãà.

7. Êðàòêèå èòîãè çà äâà ãîäà ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â 2013�2014 ãîäàõ îïóáëèêîâàíû â äâóõ ðàáîòàõ:

1. A. Soldatenkov, M. Verbitsky Holomorphic Lagrangian �brations on hypercomplex manifolds, Int.

Math. Res. Notices (2013), doi: 10.1093/imrn/rnt218

2. A. Soldatenkov, M. Verbitsky k-symplectic structures and absolutely trianalytic subvarieties in

hyperkahler manifolds, arXiv:1409.1100

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå âî âòîðîé ðàáîòå îïèñàíû â ðàçäåëå 1.

Â ïåðâîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàëñÿ êëàññ ãèïåðêîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ HKT-ìåòðèêîé. Ýòî

óñëîâèå íà ìåòðèêó ñëàáåå, ÷åì óñëîâèå ãèïåðêýëåðîâîñòè. À èìåííî, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ èç

ðàçäåëà 1, ìåòðèêà g íàçûâàåòñÿ HKT-ìåòðèêîé, åñëè ∂ΩI = 0, ãäå ΩI = ωJ +
√
−1ωK , à ωJ(X,Y ) =

g(JX, Y ), ωK(X,Y ) = g(KX,Y ) � ñòàíäàðòíûå 2-ôîðìû. Ôîðìà ΩI íåâûðîæäåííà â êàæäîé òî÷êå

è çàäàåò â êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Ïîýòîìó ìîæíî îïðåäåëèòü

ïîíÿòèå ëàãðàíæåâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ.

Â ïåðâîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàëèñü ãîëîìîðôíûå ëàãðàíæåâû ðàññëîåíèÿ, òî åñòü ãîëîìîðôíûå

ñóáìåðñèè π : M → B, ãäåB � íåêîòîðîå êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå è âñå ñëîè îòîáðàæåíèÿ π ëàãðàí-

æåâû. Áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè M � ãèïåðêîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå ñ HKT-ìåòðèêîé, ó êîòîðîãî

ãîëîíîìèÿ ñâÿçíîñòè Îáàòû ñîäåðæèòñÿ â SL(n,H), à π : M → B � ëàãðàíæåâî ðàññëîåíèå, òîãäà

áàçà B ÿâëÿåòñÿ êýëåðîâûì ìíîãîîáðàçèåì. Ýòî îáîáùàåò àíàëîãè÷íóþ òåîðåìó äëÿ ãèïåðêýëåðî-

âûõ ìíîãîîáðàçèé. Â ðàáîòå òàêæå áûëî ïîêàçàíî, êàê ñ ïîìîùüþ ýòîé òåîðåìû ñòðîèòü ïðèìåðû

ãèïåðêîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé, íå äîïóñêàþùèõ íèêàêîé HKT-ìåòðèêè.

Â öåëîì, ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ýòèõ äâóõ ðàáîòàõ ñîîòâåòñòâóþò çàÿâëåííîìó íàïðàâëåíèþ

èññëåäîâàíèé è îòíîñÿòñÿ ê èçó÷åíèþ ïîäìíîãîîáðàçèé â ãèïåðêîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Îæèäà-

åìûå ðåçóëüòàòû î ãîëîìîðôíûõ ëàãðàíæåâûõ ðàññëîåíèÿõ áûëè ïîëó÷åíû â ïåðâîé ðàáîòå. Îäíèì

èç âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèÿ áûëî òàêæå çàÿâëåíî èçó÷åíèå ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ ìåò-

ðèê íà ãèïåðêîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ è ãèïåðêîìïëåêñíîãî àíàëîãà ãèïîòåçû Êàëàáè. Â ýòîì

íàïðàâëåíèè ìíå íå óäàëîñü ïîëó÷èòü ñóùåñòâåííûõ ïðîäâèæåíèé, òàê êàê òåõíèêà ïðèìåíÿåìàÿ

ïðè äîêàçàòåëüñòâå ãèïîòåçû Êàëàáè â êýëåðîâîì ñëó÷àå îêàçàëàñü íåïðèìåíèìà â ãèïåðêîìïëåêñ-

íîé ñèòóàöèè.

Çà äâà ãîäà ÿ ó÷àñòâîâàë øåñòè êîíôåðåíöèÿõ, íåñêîëüêî ðàç âûñòóïàë ñ äîêëàäàìè íà ñåìèíàðàõ

â ÍÈÓ-ÂØÝ è óíèâåðñèòåòå Áîííà, ÷èòàë ëåêöèè â óíèâåðñèòåòå Ýäèíáóðãà, à òàêæå çàùèòèë

êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ.
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