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1 Ââåäåíèå

Ïëàí èññëåäîâàíèÿ ïðåäïîëàãàë ðàçâèòèå äâóõ íàïðàâëåíèé:

• Èññëåäîâàíèå äâóìåðíûõ êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì è ñâÿçàííûõ ñ íèìè
àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

• Ïîñòðîåíèå àïïàðàòà äåôîðìàöèîííîãî êâàíòîâàíèÿ â êîíòåêñòå èíòåãðèðóå-
ìûõ ñèñòåì, òî åñòü ïðèìåíåíèå òåõíèêè äåôîðìàöèè äëÿ àëãåáð ñ îñíàùåíèåì
â âèäå êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåáðû.

Â 2014 ãîäó ðàáîòà â îñíîâíîì êîíöåíòðèðîâàëàñü âîêðóã ïåðâîãî èç çàÿâëåííûõ
íàïðàâëåíèé. À èìåííî, èññëåäîâàëàñü ðîëü ðåøåíèé óðàâíåíèé òåòðàýäðîâ â çàäà÷å
ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòîâ 2-óçëîâ, áûëè ïîñòðîåíû ñïåöèàëüíûå 3-õ ìåðíûå ñòàòèñòè-
÷åñêèå ìîäåëè, ñòàòñóììà êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ êâàçèèíâàðèàíòîì 2-óçëîâ. Áûëà ðåøå-
íà âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à îïèñàíèÿ êîìáèíàòîðíîé ñòðóêòóðû n-ñèìïëèöèàëüíîãî
êîìïëåêñà, ñâÿçàííûõ ñ íèì êîãîìîãèé è èíòåðïðåòàöèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ â
òåðìèíàõ èíâàðèàíòîâ 2-óçëîâ. Ïàðàëëåëüíî ïðîâîäèëèñü èññëåäîâàíèÿ àññîöèèðî-
âàííûõ 2-ìåðíûõ êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, â òîì ÷èñëå áûëà ïðåäúÿâëåíà
êîíñòðóêöèÿ êîììóòàòèâíîãî ñåìåéñòâà ïî ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ òåòðàýäðîâ, êîòîðàÿ
îáîáùàåò èçâåñòíóþ êîíñòðóêöèþ êîììóòàòèâíîãî ñåìåéñòâà ïî ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ
ßíãà-Áàêñòåðà â 1-ìåðíûõ êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåìàõ.

2 Èññëåäîâàíèÿ 2014 ãîäà

2.1 n-ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ

Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ È. Êîðåïàíîâûì è Ã. Øàðûãèíûì [1] áûë ïîñòðîåí êîìïëåêñ,
ñâÿçàííûé ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ n-ñèìïëåêñîâ, êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü îáîáùàåò
óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà è óðàâíåíèå òåòðàýäðîâ. Êîãîìîëîãèè ýòîãî êîìïëåêñà õà-
ðàêòåðèçóþò âàæíûå ñòðóêòóðû â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ óðàâíåíèÿìè n-ñèìïëåêñîâ.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåòðàýäðîâ, çàäàííîå
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ïðåîáðàçîâàíèåì:

Φ(x, y, z) = (x1, y1, z1); (1)

x1 =
xy

x+ z + xyz
,

y1 = x+ z + xyz,

z1 =
yz

x+ z + xyz
.

Îíî ñâÿçàíî ñ èçâåñòíûì â òåîðèè ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé ïðåîáðàçîâàíèåì "çâåçäà-
òðåóãîëüíèê êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðàñ÷åòå ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé. Ýëåêòðè÷åñêîå
ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëåíî ïî÷òè âñþäó è ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì, íàïðè-
ìåð, ïðîñòðàíñòâà ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îò òðåõ ïåðåìåííûõ. Äàííîå ïðåîáðàçîâà-
íèå ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå êîëüöà ìîæåò îêàçûâàòüñÿ èçîìîðôèçìîì ìíîæåñòâ. Â
÷àñòíîñòè, ê ðåøåíèÿì ÒÌÓÒ ïðèâîäèò ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ. Ðàññìîòðèì êîëü-
öî âû÷åòîâ Z/pkZ ãäå p - ïðîñòîå ÷èñëî âèäà p = 4l + 1 (òî åñòü òàêîå, ÷òî ñèìâîë
Ëåæàíäðà (−1/p) = 1) ëèáî p = 2. Çàôèêñèðóåì ε - îäèí èç êîðíåé èç −1 â Z/pZ.
Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî X = {x ∈ Z/pkZ : x = ε mod p}.

Ëåììà 1 Ýëåêòðè÷åñêîå ðåøåíèå êîððåêòíî îãðàíè÷èâàåòñÿ íà X ×X ×X äî àâ-
òîìîðôèçìà.

Äëÿ ïðîñòîòû îïèøåì çäåñü ÷àñòíûé ñëó÷àé êîíñòðóêöèè n-ñèìïëèöèàëüíîãî
êîìïëåêñà, îïðåäåëåííîãî äëÿ âûáðàííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåòðàýäðîâ. Íàïîì-
íèì, ÷òî çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ òàê íàçûâàåìîå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå óðàâíåíèå
òåòðàýäðîâ (ÒÌÓÒ). Ïóñòü X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà X
çàäàíî ðåøåíèå ÒÌÓÒ, åñëè çàäàíî îòîáðàæåíèå

X ×X ×X R−→ X ×X ×X, R(x, y, z) = (R1(x, y, z), R2(x, y, z), R3(x, y, z))

òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

R123 ◦R145 ◦R246 ◦R356 = R356 ◦R246 ◦R145 ◦R123 : X×6 → X×6. (2)

Èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î ðàñêðàñêàõ 2-ãðàíåé êóáà ðàçìåðíîñòè N. Â ïåðâóþ î÷åðåäü
îïðåäåëèì ïîíÿòèå ñîãëàñîâàííîé ðàñêðàñêè 2-ãðàíåé, à äëÿ ýòîãî ââåäåì ïîíÿòèå
âõîäÿùèõ è èñõîäÿùèõ 2-ïîäãðàíåé. Òðàäèöèîííî ãðàíè êóáà çàäàþòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòÿìè ñèìâîëîâ (τ1, . . . , τN) êîòîðûå ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 0, 1, ∗, ãäå ñèì-
âîë ∗ îçíà÷àåò, ÷òî äàííàÿ êîîðäèíàòà ïðèíèìàåò ëþáûå çíà÷åíèÿ èç èíòåðâàëà [0, 1].
Ïîäãðàíü gn−1 ⊂ fn çàäàåòñÿ óñëîâèåì, ÷òî îäèí èç ñèìâîëîâ ∗ ñ èíäåêñîì jk ïðèíè-
ìàåò êîíêðåòíîå çíà÷åíèå 0 èëè 1. Îáîçíà÷èì èíäåêñû çâåçäî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(τ1, . . . , τN) êàê j1 < . . . < jn. Ââåäåì àëüòåðíèðîâàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé è
åäèíèö

κ1 = 0,κ2 = 1,κ3 = 0, . . . ,

Áóäåì íàçûâàòü ïîäãðàíü âõîäÿùåé, åñëè çàôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå jk-îé êîìïîíåí-
òû ïîäãðàíè ñîâïàäàåò ñ κk, è èñõîäÿùåé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Íàçîâåì ðàñêðàñêó
2-ãðàíåé N -êóáà C : IN → X äîïóñòèìîé, åñëè äëÿ êàæäîé 3-ãðàíè öâåòà âõîäÿùèõ
2-ãðàíåé (x, y, z) è öâåòà èñõîäÿùèõ 2-ãðàíåé (x′, y′, z′) ñâÿçàíû ñ ïîìîùüþ ïðåîáðà-
çîâàíèÿ R, óäîâëåòâîðÿþùåãî óðàâíåíèþ òåòðàýäðîâ. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òàêèõ
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ðàñêðàñîê C3(N,X) (â îáùåì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò î ìíîæåñòâå ðàñêðàñîê âñåõ ïîäãðà-
íåé ðàçìåðíîñòè n− 1 â êóáå IN). Îïðåäåëèì êîìïëåêñ íàä ïîëåì k

C∗((X,R), n) =
⊕

N≥n−1

k · Cn(N, X),

ãäå k · CN(X,n) ñâîáîäíûé k-ìîäóëü, îáðàçîâàííûé (n − 1)-ðàñêðàñêàìè êóáà IN .
Äèôôåðåíöèàë dN : CN((X,R), n)→ CN−1((X,R), n) êîìïëåêñà C∗((X,R), n) çàäàåò-
ñÿ ôîðìóëîé

dn(c) =
n∑
k=1

(
dfkc− d

r
kc
)
,

ãäå dfkc (ñîîòâåòñòâåííî d
r
kc) îáîçíà÷àåò îãðàíè÷åíèå ðàñêðàñêè c íà k-óþ ïåðåäíþþ

(ñîîòâåòñòâåííî, çàäíþþ) (N−1)-ìåðíóþ ãðàíü êóáà IN , êîòîðàÿ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ
IN−1 î÷åâèäíûì îáðàçîì. Ïåðåäíèìè è çàäíèìè ïîäãðàíÿìè íàçûâàþòñÿ ïîäãðàíè,
â îáîçíà÷åíèè êîòîðûõ ∗ çàìåíÿåòñÿ íà 1 è 0 ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ãîìîëîãèè äàííîãî êîìïëåêñà, à òàêæå êîãîìîëîãèè äâîéñòâåí-
íîãî êîìïëåêñà

CN((X,R), n) = Hom(CN((X,R), n),k)

ñ äâîéñòâåííûì äèôôåðåíöèàëîì. Â äàëüíåéøèõ îêàçûâàåòñÿ âàæíûì ðàññìîòðåíèå
3-êîöèêëîâ äàííîãî êîìïëåêñà äëÿ n = 3. ßâíîå âûðàæåíèå óñëîâèÿ êîöèêëè÷íîñòè
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî áëàãîäàðÿ õàðàêòåðèçàöèè ïðîñòðàíñòâà äîïóñòèìûõ ðàñêðà-
ñîê N -êóáà.

Ëåììà 2 Äîïóñòèìàÿ ðàñêðàñêà îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ðàñêðàñêîé àáñîëþòíî
âõîäÿùèõ n− 1 ãðàíåé, òî åñòü ãðàíåé, ÿâëÿþùèõñÿ âõîäÿùèìè äëÿ âñåõ n-ãðàíåé
èõ ñîäåðæàùèõ.

Â òåðìèíàõ ðàñêðàñîê àáñîëþòíî âõîäÿùèõ ãðàíåé 3 êîöèêë îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé
f : X×3 → k, ïðèíèìàþùåå íóëåâîå çíà÷åíèå íà îáðàçå d4:

f(a1, a2, a3)− f(R1(a1, a2, a3), a4, a5)

+f(R2(a1, a2, a3), R2(R1(a1, a2, a3), a4, a5), a6)

−f(R3(a1, a2, a3), R3(R1(a1, a2, a3), a4, a5),

R3(R2(a1, a2, a3), R2(R1(a1, a2, a3), a4, a5), a6))

= −f(a3, a5, a6) + f(a2, a4, R3(a3, a5, a6))

−f(a1, R2(a2, a4, R3(a3, a5, a6)), R2(a3, a5, a6))

+f(R1(a1, R2(a2, a4, R3(a3, a5, a6)), R2(a3, a5, a6)),

R1(a2, a4, R3(a3, a5, a6)), R1(a3, a5, a6)).

Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ âåðñèÿ äàííîãî óñëîâèÿ äëÿ ôóíê-
öèè

ϕ(a, b, c) = ef(a,b,c).

Ëåììà 3 Ðàññìîòðèì ýëåêòðè÷åñêîå ðåøåíèå (1) óðàâíåíèÿ òåòðàýäðîâ
R : (x, y, z) 7→ (x′, y′, z′). Â äàííîì ñëó÷àå 3-êîöèêëàìè òåòðàýäðàëüíîãî êîì-
ïëåêñà áóäóò ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ òàêæå, êàê è ëþáûå ìîíîìû îò íèõ:

c1(x, y, z, x
′, y′, z′) = y,

c2((x, y, z, x
′, y′, z′) = y′.

(3)
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2.2 Êâàçèèíâàðèàíòû 2-óçëîâ

Îäíîé èç öåíòðàëüíûõ äëÿ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïèñàíèÿ
èíâàðèàíòîâ 2-óçëîâ, òî åñòü èíâàðèàíòîâ êëàññîâ èçîòîïèé âëîæåíèé îðèåíòèðî-
âàííîé ñôåðû S2 â ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî R4. Îäíèì èç ðàñïðîñòðàíåííûõ
ñïîñîáîâ ïðåäñòàâëåíèÿ 2-óçëîâ ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ðàçðåçàííàÿ ïîâåðõíîñòü
èëè äèàãðàììà 2-óçëà ([2], ðàçäåë 1.4). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèàãðàììû óçëà ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ 3-ìåðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü H îáùåãî ïîëîæåíèÿ âìåñòå ñ âûáîðîì íîðìàëü-
íîãî âåêòîðà v è ïðîåêöèÿ p ïîâåðõíîñòè S íà ýòó ãèïåðïëîñêîñòü. Óñëîâèå îáùåãî
ïîëîæåíèÿ âûðàæàåòñÿ â òîì, ÷òî ïðîåêöèÿ p(S) èìååò îñîáåííîñòè òîëüêî ïåðå÷èñ-
ëåííûõ íèæå òèïîâ: äâîéíàÿ òî÷êà, òðîéíàÿ òî÷êà è òî÷êà âåòâëåíèÿ (ñì. ðèñ. 1).
Äèàãðàììà, òàêèì îáðàçîì, îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè äàííûìè: îòðåçêè äâîéíûõ òî-

Ðèñ. 1: Òèïû îñîáåííîñòåé

÷åê, ãðàíèöàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ òðîéíûå òî÷êè èëè òî÷êè âåòâëåíèÿ; èíôîðìàöèÿ
î âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè ëèñòîâ ïðîåêöèè â îêðåñòíîñòÿõ îñîáûõ òî÷åê, à èìåííî,
êàêîé ëèñò íàõîäèòñÿ âûøå èëè íèæå ïî îòíîøåíèþ ê âåêòîðó ïðîåêòèðîâàíèÿ íà
ãèïåðïîâåðõíîñòü.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîùíîå ñðåäñòâî äëÿ èçó÷åíèÿ èíâàðè-
àíòîâ 2-óçëîâ.

Theorem 1 ([3]) Äâå äèàãðàììû ïðåäñòàâëÿþò ýêâèâàëåíòíûå çàóçëåííûå ïî-
âåðõíîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç äðóãîé êî-
íå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äâèæåíèé èç ïåðå÷íÿ íà ðèñóíêå 2 è îáúåìëþùåé èçî-
òîïèåé äèàãðàììû â 3-õ ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ñîáñòâåííî çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñòðîèòü èçîòîïè÷åñêèå èíâàðèàíòû äèà-
ãðàìì, ñîõðàíÿþùèåñÿ òàêæå ïðè äâèæåíèÿõ Ðîçìàíà.

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [4] ïîëó÷åíû èíâàðèàíòû äàííîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ àï-
ïàðàòà êîãîìîëîãèé êâàíäëîâ è ïðîñòðàíñòâ ðàñêðàñîê ëèñòîâ äèàãðàììû 2-óçëà.
Çäåñü ïðåäëàãàåòñÿ àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå îðèåíòàöèè ãðàôà äâîéíûõ òî÷åê è ïîðÿäêà âõîæäåíèÿ
ðåáåð â òðîéíûõ òî÷êàõ èç [2]. Ìû ðàññìàòðèâàåì âëîæåíèÿ îðèåíòèðîâàííûõ ïî-
âåðõíîñòåé, ïîýòîìó êàæäûé ëèñò ðàçðåçàííîé ïîâåðõíîñòè â äèàãðàììå D îñíàùåí
âûáðàííîé íîðìàëüþ. Îðèåíòàöèÿ ðåáðà ãðàôà äâîéíûõ òî÷åê âûáèðàåòñÿ òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû íàïðàâëÿþùèé âåêòîð âìåñòå ñ íîðìàëÿìè âåðõíåãî è íèæíåãî ëè-
ñòà, ïåðåñåêàþùèõñÿ â äàííîì ðåáðå, ñîñòàâëÿëè ïîëîæèòåëüíóþ òðîéêó. Êàæäîé
òðîéíîé òî÷êå ïðèñâàèâàåòñÿ çíàê â ñîîòâåòñòâèè ñ îðèåíòàöèåé òðîéêè íîðìàëåé
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Ðèñ. 2: Äâèæåíèÿ Ðîçìàíà

ñîîòâåòñòâåííî ê âåðõíåìó, ñðåäíåìó è íèæíåìó ëèñòàì, ïåðåñåêàþùèìñÿ â òðîéíîé
òî÷êå. Òàêæå ìîæåò áûòü âûáðàí ïîðÿäîê âõîäÿùèõ ðåáåð â òðîéíîé òî÷êå. Íàçî-
âåì ðåáðî, âõîäÿùåå â òðîéíóþ òî÷êó, äîïîëíèòåëüíûì ê ëèñòó, òàêæå âõîäÿùåìó
â òðîéíóþ òî÷êó, åñëè ðåáðî íå ñîäåðæèòñÿ â ëèñòå. Ïåðâûì, âòîðûì è òðåòüèì
ðåáðîì áóäåì ñ÷èòàòü äîïîëíèòåëüíûå ðåáðà ñîîòâåòñòâåííî ê âåðõíåìó, ñðåäíåìó è
íèæíåìó ëèñòó.

Çàôèêñèðóåì êîíå÷íîå ïîëå X êàê ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ýëåêòðè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
ÒÌÓÒ (1). Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ðàñêðàñêè ãðàôà äâîéíûõ òî÷åê, êàê ôóíêöèþ íà
ìíîæåñòâå ðåáåð c : E → X óäîâëåòâîðÿþùóþ íàáîðó óñëîâèé ïî êîëè÷åñòâó òðîé-
íûõ òî÷åê ãðàôà. Êàæäîå óñëîâèå ëîêàëèçîâàíî â òðîéíîé òî÷êå è ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
íà öâåòà âõîäíûõ x, y, z è âûõîäíûõ x1, y1, z1 ðåáåð äàííîé òî÷êè è âûðàæàåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

Φ(x, y, z) = (x1, y1, z1). (4)

Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ðàñêðàñîê îáîçíà÷èì êàê C(D). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ôîð-
ìàëüíîãî ïàðàìåòðà s çàâèñÿùóþ îò ãðàôà äâîéíûõ òî÷åê äèàãðàììû D, ðåøåíèÿ
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ÒÌÓÒ è ôóíêöèè öâåòîâ òðåõ âõîäíûõ ðåáåð ϕ

Z(s,D) =
∑
C(D)

∏
τ∈T

ϕ(xτ , yτ , zτ )
s (5)

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî ìíîæåñòâó ðàñêðàñîê ãðàôà äâîéíûõ òî÷åê äèàãðàììû C(D),
ïðîèçâåäåíèå - ïî òðîéíûì òî÷êàì ãðàôà, xτ , yτ , zτ - çíà÷åíèÿ öâåòîâ âõîäÿùèõ ðåáåð
â òðîéíóþ òî÷êó ãðàôà ñ ó÷åòîì ïîðÿäêà, îïðåäåëåííîãî âûøå.

Óòâåðæäåíèå 1 Âûðàæåíèå (5) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî 5-ãî äâèæåíèÿ. Êðî-
ìå ýòîãî, åñëè ϕ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 3-êîöèêë òåòðàýäðàëüíîãî êîìïëåêñà, îíî èí-
âàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî 7-ãî äâèæåíèÿ Ðîçìàíà. Ïðè âûáîðå â êà÷åñòâå êîöèêëà
âûðàæåíèÿ c2/c1 èç ëåììû 3 ïîëó÷èì, ÷òî êðîìå 5-ãî è 7-ãî äâèæåíèé ñòàòñóììà
èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî 3-ãî è 6-ãî.

2.3 2-ìåðíûå èíòåãðèðóåìûå ìîäåëè

Ñòàòñóììû, ôèãóðèðóþùèå â ìåòîäå ïîñòðîåíèÿ êâàçèèíâàðèàíòîâ 2-óçëîâ åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàþòñÿ íà ðåãóëÿðíûå 3-õ ìåðíûå ðåøåòêè. Èññëåäîâàíèå
ñâîéñòâ òàêèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðåæäå âñåãî ñîñòîèò â èçó÷åíèè �èíòåãðèðó-
åìîñòè� âñïîìîãàòåëüíîé êâàíòîâîé çàäà÷è, òî åñòü íàõîæäåíèÿ ñïåêòðà ïîñëîéíîé
òðàíñôåðìàòðèöû.

Â îòëè÷èå îò ìåòîäà ñåðèè ðàáîò [5] çäåñü ïîñòðîåíèå îñíîâàíî íà ðåøåíèè óðàâ-
íåíèÿ òåòðàýäðîâ áåç ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà. Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå äàííûé ðå-
çóëüòàò ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì îáîáùåíèåì ìåòîäà [6], ãäå ïî ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ ßíãà-
Áàêñòåðà è ñîãëàñîâàííîãî óðàâíåíèÿ

RL⊗ L = L⊗ LR

ñòðîèòñÿ êîììóòàòèâíîå ñåìåéñòâî :

Ik = Tr1...k L⊗ . . .⊗ L︸ ︷︷ ︸
k

·R ./ . . . ./ R︸ ︷︷ ︸
k−1

. (6)

Çäåñü âñå îïåðàöèè îïðåäåëÿþòñÿ íà êîìïëåêñå Ck = M⊗k⊗A ñî ñòàíäàðòíûì äèô-
ôåðåíöèàëîì áàð-êîìïëåêñà:

⊗ : Ck × Cm → Ck+m

(x1 ⊗ . . .⊗ xk ⊗ a)⊗ (y1 ⊗ . . .⊗ ym ⊗ b) = x1 ⊗ . . .⊗ xk ⊗ y1 ⊗ . . .⊗ ym ⊗ ab
./: Ck × Cm → Ck+m−1

(x1 ⊗ . . .⊗ xk ⊗ a) ./ (y1 ⊗ . . .⊗ ym ⊗ b) = x1 ⊗ . . .⊗ xky1 ⊗ . . .⊗ ym ⊗ ab

A îáîçíà÷àåò çäåñü àëãåáðó îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â êâàíòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ
(òåíçîðíàÿ ñòåïåíü âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà).

Â ñèñòåìàõ, îïèñûâàåìûõ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ òåòðàýäðîâ åñòåñòâåííî äîïóñ-
êàòü ðàñøèðåíèå êîíñòðóêöèè êîììóòàòèâíîãî ñåìåéñòâà. Äëÿ ìîäåëüíîé ïåðèîäè-
÷åñêîé ïî äâóì íàïðàâëåíèÿ òðåõìåðíîé ðåøåòêè áûëî ïîëó÷åíî îáîáùåíèå äàííîãî
ðåçóëüòàòà, à èìåííî áûëî îáíàðóæåíî äâà êîììóòèðóþùèõ ìåæäó ñîáîé ñåìåéñòâà,
ñîõðàíÿþùèõ òðàíñôåðìàòðèöó, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóì íàïðàâëåíèÿ ñëîÿ. Ïîä ïî-
ñëîéíîé òðàíñôåðìàòðèöåé Φ(12)∗(34) ïîíèìàåòñÿ âûðàæåíèå

Φ(12)∗(34) = Φ153Φ164Φ273Φ284
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Èíäåêñû 5,6,7,8 îòâå÷àþò �êâàíòîâûì� ïðîñòðàíñòâàì è îáîçíà÷àþòñÿ äàëåå *. Äî-
êàçàíà êîììóòàòèâíîñòü äâóõ âûðàæåíèé:

I2,1 = Tr...Φ(12)∗(34)Φ(1′2′)∗(3′4′)Φ0(34)(3′4′)P(34)(3′4′)

I2,2 = Tr...P(12)(1′2′)Φ0(12)(1′2′)Φ(12)∗(34)Φ(1′2′)∗(3′4′)

Çäåñü ñëåä áåðåòñÿ ïî âñåì èíäåêñàì, êðîìå çâåçäî÷åê. Êîììóòàòèâíîñòü ñî ñëåäîì
òðàíñôåðìàòðèöû TrΦ(12)∗(34) ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèé ïðî êîììóòàòèâíîå ñåìåéñòâî
6.

3 Ïëàí íà 2015 ãîä

Ïðåæäå âñåãî â 2015 ãîäó ïëàíèðóåòñÿ äîïîëíåíèå è ðàçâèòèå èìåþùèõñÿ ðåçóëüòà-
òîâ, â òîì ÷èñëå:

• Áîëåå ïîëíîå èññëåäîâàíèå êâàçèèíâàðèàíòîâ 2-óçëîâ, ïîëó÷åííûõ â âèäå 5.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîëó÷åííûå êâàçèèíâàðèàíòû ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè
á�îëüøåé êàòåãîðèè 2-óçëîâ ñ íåêîòîðûìè îñíàùåíèÿìè, òèïà îñíàùåíèé 1-
óçëîâ.

• Äîêàçàòåëüñòâî áîëåå îáùåãî óòâåðæäåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè êîììóòàòèâíîãî
ñåìåéñòâà, âêëþ÷àþùåãî òðàíñôåðìàòðèöó òðåõìåðíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè
îòâå÷àþùåé ñòàòñóììå 5.

• Èññëåäîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîëó÷èâøèõñÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé.

• Èññëåäîâàíèå 4-õ ìåðíûõ êâàíòîâûõ òîïîëîãè÷åñêèõ òåîðèé ïîëÿ, òèïà BF-
òåîðèè, îäíèì èç èíãðåäèåíòîâ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ 2-ñâÿçíîñòü, è èõ ñâÿçè ñ çà-
äà÷åé ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòîâ 2-óçëîâ, ïî àíàëîãèè ñ òåì, êàê òåîðèÿ ×åðíà-
Ñàéìîíñà ñâÿçàíà ñ çàäà÷åé ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòà Äæîíñà-Âèòòåíà.

4 Ñîöèàëèçàöèÿ

• Ïðåïîäàâàíèå. ß ÿâëÿþñü øòàòíûì íàó÷íûì ñîòðóäíèêîì ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì.
Ì.Â. Ëîìîíîñîâà. Ïðåïîäàþ äèñöèïëèíû: àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ, äèôôå-
ðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ, ëèíåéíàÿ àëãåáðà. Âåäó íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ
ïî ãåîìåòðèè äëÿ ñòóäåíòîâ êàôåäðû Âûñøåé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè. Íà òå-
êóùèé ìîìåíò ÿâëÿþñü íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì äâóõ ñòóäåíòîâ.

• Òåìàòèêà äàííîãî ïðîåêòà îêàçàëàñü öåíòðîì ðàáîòû ãðóïïû èññëåäîâàòåëåé â
ÈÒÝÔå, à òàêæå ïëîäîðîäíûì èñòî÷íèêîì çàäà÷ äëÿ ñòóäåíòîâ ÌåõÌàòà ÌÃÓ,
íàõîäÿùèõñÿ ïîä ìîèì íàó÷íûì ðóêîâîäñòâîì.
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