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Âûñøèå ãîìîòîïè÷åñêèå àëãåáðû Ëè â çàäà÷àõ êëàñ-
ñèôèêàöèè êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì

1 Ââåäåíèå

Ïëàí èññëåäîâàíèÿ ïðåäïîëàãàë ðàçâèòèå äâóõ íàïðàâëåíèé:

• Èññëåäîâàíèå äâóìåðíûõ êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì è ñâÿçàííûõ ñ íèìè
àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

• Ïîñòðîåíèå àïïàðàòà äåôîðìàöèîííîãî êâàíòîâàíèÿ â êîíòåêñòå èíòåãðèðóå-
ìûõ ñèñòåì, òî åñòü ïðèìåíåíèå òåõíèêè äåôîðìàöèè äëÿ àëãåáð ñ îñíàùåíèåì
â âèäå êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåáðû.

Öåíòðàëüíûìè ðàáîòàìè 2015 ãîäà áûëè èññëåäîâàíèÿ ïåðâîãî íàïðàâëåíèÿ. Áûëè
îáîáùåíû ðåçóëüòàòû 2014 ãîäà, à èìåííî ïîñòðîåíî äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå êîììóòà-
òèâíîå ñåìåéñòâî, âêëþ÷àþùåå òðàíñôåðìàòðèöó ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè, ñòðîÿùåé-
ñÿ ïî ðåøåíèþ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ òåòðàýäðîâ îáùåãî ïîëîæåíèÿ.
Àíàëîãè÷íàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàññìàòðèâàëàñü íà ãðàôàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
äèàãðàììàì 2-óçëîâ. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà äàííîé ìîäåëè ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé êâàçè-èíâàðèàíò 2-óçëà, â ñìûñëå îïèñàííîì íèæå. Ïðîâîäèëèñü èñ-
ñëåäîâàíèÿ êâàíòîâûõ òîïîëîãè÷åñêèõ òåîðèé ïîëÿ, èìåþùèõ îòíîøåíèå ê ðàññìàò-
ðèâàåìûì èíâàðèàíòàì 2-óçëîâ, à òàêæå èçó÷àëèñü ñâÿçè êîìáèíàòîðíûõ ñâîéñòâ
ðàññìàòðèâàåìûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé è êëàñòåðíûõ àëãåáð, â ÷àñòíîñòè ñâîéñòâ
ëîðàíîâîñòè.

2 Èññëåäîâàíèÿ 2015 ãîäà

3 Îïèñàíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

Áàçîâûì îáúåêòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå òåòðàýäðîâ (ÔÓÒ)

Φ123 ◦ Φ145 ◦ Φ246 ◦ Φ356 = Φ356 ◦ Φ246 ◦ Φ145 ◦ Φ123 : X×6 → X×6. (1)

ðåøåíèå êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì äåêàðòîâà êóáà (êîíå÷íîãî) ìíîæåñòâà X

X ×X ×X Φ−→ X ×X ×X.
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3.1 Êâàçèèíâàðèàíòû 2-óçëîâ

Â ðàáîòàõ [3, 5] ðàçâèâàëàñü òåîðèÿ ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòîâ 2-óçëîâ ïî äàííûì,
ñâÿçàííûì ñ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ òåòðàýäðîâ. Âñïîìîãàòåëüíîé áûëà ðàçðàáîòêà
òåõíèêè êîãîìîëîãèé n-ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ Hk(Φ, X) [5](2014 ãîä), òî åñòü
êîìïëåêñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ðåøåíèÿìè Φ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ n-ñèìïëåêñîâ
íà ìíîæåñòâå X. Äàííûå óðàâíåíèÿ îáîáùàþò óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà è óðàâíå-
íèå òåòðàýäðîâ Çàìîëîä÷èêîâà. Â óïîìÿíóòîé ðàáîòå áûëè ïðîèíòåðïðåòèðîâàíû
íåêîòîðûå êëàññû òåòðàýäðàëüíîãî êîìïëåêñà, êîòîðûå äàëåå èñïîëüçîâàëèñü äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ñïåöèàëüíûõ 3-d ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé è êâàçè-èíâàðèàíòîâ 2-óçëîâ.

Ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ î ïîñòàíîâêå òîïîëîãè÷åñêîé çàäà÷è: áóäåì íàçûâàòü 2-
óçëîì êëàññ èçîòîïèé âëîæåíèé îðèåíòèðîâàííîé äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè (â ÷àñòíî-
ñòè S2) â R4. Òðàäèöèîííî â çàäà÷å îïèñàíèÿ èíâàðèàíòîâ òàêèõ èçîòîïèé ðàáîòàþò
ñ äèàãðàììàìè âëîæåííûõ ïîâåðõíîñòåé, òî åñòü ñ îñîáûìè ïîâåðõíîñòÿìè â R3, ïî-
ëó÷àþùèìèñÿ ïîñëå ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ãèïåðïëîñêîñòü îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Â ýòîì
ñëó÷àå îñîáàÿ ïîâåðõíîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ ãðàôîì îñîáûõ òî÷åê: ýòî äóãè äâîéíûõ
òî÷åê, òðîéíûå òî÷êè è òî÷êè Óèòíè; à òàêæå äîïîëíèòåëüíûìè äàííûìè î ïîðÿäêå
ïåðåñå÷åíèÿ ëèñòîâ ïîâåðõíîñòè â ðåáðàõ äâîéíûõ òî÷åê. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ðîçìàíà
óäàåòñÿ êëàññèôèöèðîâàòü ýêâèâàëåíòíûå äèàãðàììû, à èìåííî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñ
òî÷íîñòüþ äî îáúåìëþùåé èçîòîïèè äâå ýêâèâàëåíòíûå äèàãðàììû îòëè÷àþòñÿ íà
êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî äâèæåíèé èç ïåðå÷íÿ íà ðèñóíêå 1. Â ðàáîòå [3] ñòðîèòñÿ âû-

Ðèñ. 1: Äâèæåíèÿ Ðîçìàíà

ðàæåíèå ïî äèàãðàììå 2-óçëà, ðåøåíèþ ÔÓÒ Φ íà ìíîæåñòâå X, à òàêæå ýëåìåíòó
φ ∈ H3(Φ, X), â âèäå ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû

χφ(s; Γ) = h−d
∑
c(Γ)

∏
O∈Γ6

φσ(O)s(xO, yO, zO), (2)
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ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî c(Γ) - ìíîæåñòâó ðàñêðàñîê ðåáåð ãðàôà îñîáûõ
òî÷åê ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà X òàê, ÷òî â òðîéíûõ òî÷êàõ öâåòà 6-è ðåáåð áûëè ñâÿ-
çàíû ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ ÔÓÒ, ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ ïî òðîéíûì òî÷êàõ äèàãðàì-
ìû O, h - ìîùíîñòü ìíîæåñòâà X, à d - êîëè÷åñòâî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ãðàôà, σ(O)
- çíàê òðîéíîé òî÷êè, îïðåäåëÿåìûé ïî îáùåé îðèåíòàöèè ïîâåðõíîñòè, xO, yO, zO
- öâåòà âõîäÿùèõ ðåáåð â òðîéíîé òî÷êå. Âûðàæåíèå 2 îêàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì
îòíîñèòåëüíî âñåõ íå÷åòíûõ äâèæåíèé Ðîçìàíà, à ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå êîöèêëà
äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ÔÓÒ - òàêæå îòíîñèòåëüíî äâèæåíèÿ 6.

3.2 Èíòåãðèðóåìûå ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè â d = 3

Òà æå ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà íà ðåãóëÿðíîé ïåðèîäè÷åñêîé
K × L×M - ðåøåòêå. Ñòàòñóììà ïðèíèìàåò âèä

Z(s) =
∑
Col

∏
i,j,k

φ(xi,j,k, yi,j,k, zi,j,k)
s.

ãäå xi,j,k, yi,j,k, zi,j,k - öâåòà òðåõ âõîäÿùèõ ðåáåð â òðîéíîé òî÷êå ñ íîìåðîì i, j, k, φ
- êàê è ïðåæäå ýëåìåíò H3(Φ, X). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêàÿ ñòàòñóììà ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà ÷åðåç ïîñëîéíóþ òðàíñôåðìàòðèöó â âèäå

Z(s) = TrVαβT (s)L. (3)

ãäå

T (s) = Tr
∏
α

∏
β

Aαβ(s)

îçíà÷àåò ïðîèçâåäåíèå ïî ãîðèçîíòàëüíûì ïðîñòðàíñòâàì ìàòðèö Aαβ(s), êîòîðûå â
ñâîþ î÷åðåäü ñòðîÿòñÿ ïî ðåøåíèþ ÔÓÒ Φ è φ ∈ H3(Φ, X.) Ïðåäñòàâëåíèå 3 ïîçâî-

Ðèñ. 2: 1-ñëîéíîå ïðîèçâåäåíèå

ëÿåò ñâåñòè âîïðîñ íàõîæäåíèÿ ñâîéñòâ òàêèõ ñòàòñóìì ê çàäà÷å îïèñàíèÿ ñïåêòðà
òðàíñôåðìàòðèöû, òåì ñàìûì óñòàíàâëèâàÿ ñâÿçü ñ öåíòðàëüíûì âîïðîñîì òåîðèè
êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Â ðàáîòå [4] áûëà óñòàíîâëåíà èí-
òåãðèðóåìîñòü äàííîé ìîäåëè, òî åñòü âîçìîæíîñòü âêëþ÷åíèÿ òðàíñôåðìàòðèöû
â ñåìåéñòâî êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè
âåðòèêàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. Äëÿ ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèÿ ââåäåì íåêîòîðûå îáî-
çíà÷åíèÿ:

Φ(i)∗(j) = Φ(i1...ik)∗(j1...jm) =

β=
−−−→
1,...m∏

α=
−−−→
1,...k

Φiαlαβjβ
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Òðàíñôåðìàòðèöà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå â âèäå ñëåäà:

T = I1 = Tr(i)(j)Φ(i)∗(j).

Ðàññìîòðèì òàêæå ïîäêðó÷åííûå ãåíåðàòîðû:

ΦL
123 = P12Φ123, ΦR

123 = Φ123P23.

Ïðîñòûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû Ìàéå [6] ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàò

Ëåììà 1 Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåòðàýäðîâ îáùåãî ïîëîæåíèÿ èìåþòñÿ äâà

êîììóòàòèâíûõ ñåìåéñòâà

I0,k = Tril,jl,sm
∏

l=
−−−→
1,...,k

Φ(im)∗(jm)

∏
m=
−−−−−→
1,...,k−1

ΦR
sm(jm)(jm+1)

è

In,0 = Tril,jl,tm
∏

l=
−−−→
1,...,n

Φ(im)∗(jm)

∏
m=
−−−−−→
1,...,n−1

ΦL
(im)(im+1)tm

ñîäåðæàùèõ òðàíñôåðìàòðèöó.

Íàø ãëàâíûé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â òîì, ÷òî

Òåîðåìà 1 Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåòðàýäðîâ Φ îáùåãî ïîëîæåíèÿ ñåìåéñòâà

In,0 è I0,k êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé.
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6 Ïðåïîäàâàíèå

• ß ÿâëÿþñü øòàòíûì íàó÷íûì ñîòðóäíèêîì ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëü-
òåòà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà. Ïðå-
ïîäàþ äèñöèïëèíû: àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ, äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ,
ëèíåéíàÿ àëãåáðà. Âåäó íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ ïî ãåîìåòðèè äëÿ ñòó-
äåíòîâ êàôåäðû Âûñøåé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè. Íà òåêóùèé ìîìåíò ÿâëÿþñü
íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì äâóõ ñòóäåíòîâ.

• Òåìàòèêà äàííîãî ïðîåêòà îêàçàëàñü öåíòðîì ðàáîòû ãðóïïû èññëåäîâàòåëåé â
ÈÒÝÔå, à òàêæå ïëîäîðîäíûì èñòî÷íèêîì çàäà÷ äëÿ ñòóäåíòîâ ÌåõÌàòà ÌÃÓ,
íàõîäÿùèõñÿ ïîä ìîèì íàó÷íûì ðóêîâîäñòâîì.

7 Êðàòêèé ýòîã çà òðè ãîäà è ïåðñïåêòèâû

Íàèáîëåå èíòåíñèâíî ðàçâèâàëîñü íàïðàâëåíèå ïðîåêòà, ñâÿçàííîå ñ âûñøèìè êî-
ñàìè, òî åñòü ñ ãåîìåòðè÷åñêîé ðåàëèçàöèåé óðàâíåíèÿ òåòðàýäðîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî
íåïîñðåäñòâåííî äàííîå óðàâíåíèå ñâÿçàíî ñ çàäà÷åé ïîñòðîåíèÿ êâàçè-èíâàðèàíòîâ
2-óçëîâ. Êðîìå ýòîãî, îêàçàëîñü, ÷òî àïïàðàò, èñïîëüçóåìûé äëÿ ýòîãî èìååò âàæíóþ
èíòåðïðåòàöèþ â òåîðèè êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ 2-ìåðíûõ ìîäåëåé è ñòàòèñòè÷å-
ñêèõ èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé â 3d.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðåäïîëàãàþò âîçìîæíîå ðàçâèòèå â ñëåäóþùèõ íàïðàâ-
ëåíèÿõ:

• êâàíòîâûõå òîïîëîãè÷åñêèå òåîðèè ïîëÿ, â òîì ÷èñëå BF-òåîðèè, è èíâàðèàíòû
2-óçëîâ (àíàëîã êîíñòðóêöèè Äæîíñà-Âèòòåíà);

• îáîáùåíèÿ êîíñòðóêöèé òèïà Õèò÷èíà êëàññè÷åñêèõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì íà
ñëó÷àé 2-ìåðíûõ ñïåêòðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé;

• èññëåäîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîëó÷åííûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé.
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