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Âëàäëåí Òèìîðèí

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ýòîì ãîäó

Ãëàâíàÿ êóáèîèäà. Ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ êóáè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñîñòîèò
èç êëàññîâ àôôèííîé ñîïðÿæåííîñòè êóáè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîìïëåêñíûìè
êîýôôèöèåíòàìè. Ìíîæåñòâî M3 êëàññîâ ìíîãî÷ëåíîâ ñî ñâÿçíûìè ìíîæå-
ñòâàìè Æþëèà íàçûâàåòñÿ êóáè÷åñêèì ìíîæåñòâîì Ìàíäåëüáðîòà. Ãëàâíàÿ
êóáèîèäà CU îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî êëàññîâ êóáè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ,
ó êîòîðûõ åñòü íåïîäâèæíàÿ íåîòòàëêèâàþùàÿ òî÷êà, íåò îòòàëêèâàþùèõ ïå-
ðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâî Æþëèà, è åñòü íå áîëåå îäíîé
íåîòòàëêèâàþùåé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè ñ ìóëüòèïëèêàòîðîì, îòëè÷íûì îò 1.
Ýòî îïðåëåäåíèå ìîòèâèðîâàíî òåì, ÷òî çàìûêàíèå ãëàâíîé êîìïîíåíòû âíóò-
ðåííîñòè M3 (ñîñòîÿùåé èç êëàññîâ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ, ìíîæåñòâà
Æþëèà êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ æîðäàíîâûìè êðèâûìè) ëåæèò â CU. Ìíîãî÷ëåíû ñ
íåîòòàëêèâàþùåé íåïîäâèæíîé òî÷êîé, êëàññû êîòîðûõ íå ëåæàò â CU, äîïóñ-
êàþò ÿâíóþ êîìáèíàòîðíóþ êëàññèôèêàöèþ [3]. Òàêèì îáðàçîì, CU ÿâëÿåòñÿ
êóáè÷åñêèì àíàëîãîì ãëàâíîé êàðäèîèäû (öåíòðàëüíîé ÷àñòè ìíîæåñòâà Ìàí-
äåëüáðîòà).

Â ðàáîòå [2] äîêàçàíî, ÷òî PHD3 ⊂ CU, è ñôîðìóëèðîâàíà ãèïîòåçà î òîì,
÷òî PHD3 = CU.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî F , ñîñòîÿùåå èç ìíîãî÷ëåíîâ

fλ,b(z) = λz + bz2 + z3, λ ∈ C, b ∈ C.

Ëþáîé êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí àôôèííî ñîïðÿæåí ìíîãî÷ëåíó èç ïðîñòðàíñòâà
F , òàê ÷òî ðàññìîòðåíèå òîëüêî ýòîãî ïðîñòðàíñòâà íå ïðèâîäèò ê ïîòåðå îáù-
íîñòè. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà 0 ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà
ïðîñòðàíñòâà F . Îïðåäåëèì λ-ñðåç Fλ êàê ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ g ∈ F
òàêèõ, ÷òî g′(0) = λ. Ñêàæåì, ÷òî f ∈ Fλ óñòîé÷èâ, åñëè îí J-óñòîé÷èâ â ñðåçå
Fλ ñ λ = f ′(0). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pλ ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ f ∈ Fλ, êëàñ-
ñû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò çàìûêàíèþ ãëàâíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé êîìïîíåíòû. Â
ðàáîòå [7] áûë ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà. Ïóñòü W � îãðàíè÷åííàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà Fλ \ Pλ, ãäå

|λ| ≤ 1. Òîãäà âñÿêèé ìíîãî÷ëåí f ∈ W óñòîé÷èâ, íå èìååò íè îòòàëêèâà-

þùèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðàçäåëÿþùèõ òî÷åê, íè íåéòðàëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî-

÷åê, îòëè÷íûõ îò 0. Áîëåå òîãî, W èìååò ëèáî òèï Çèãåëåâñêîãî çàõâàòà,
ëèáî ñòðàííûé òèï.
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Ìû ãîâîðèì, ÷òî W èìååò òèï Çèãåëåâñêîãî çàõâàòà, åñëè ëþáîé f ∈ W
èìååò èíâàðèàíòíûé äèñê Çèãåëÿ U âîêðóã 0 è äðóãóþ êîìïîíåíòó Ôàòó V ,
òàêóþ, ÷òî îòîáðàæåíèå f |V ÿâëÿåòñÿ äâóëèñòíûì ðàçâåòâëåííûì íàêðûòèåì,
ïðè÷åì f ◦k(V ) = U äëÿ íåêîòîðîãî k > 0. Êîìïîíåíòà W èìååò ñòðàííûé

òèï, åñëè ìíîæåñòâî Æþëèà J(f) ñâÿçíî, ñîäåðæèò êðèòè÷åñêóþ òî÷êó, èìååò
ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó Ëåáåãà è èíâàðèàíòíîå èçìåðèìîå ïîëå íàïðàâëåíèé.

Ïëàíàðèçàöèè. Òåîðåìà Ìåáèóñà-ôîí Øòàóäòà, ÷àñòî íàçûâàåìàÿ îñíîâíîé
òåîðåìîé ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè, óòâåðæäàåò, ÷òî áèåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå
âåùåñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, ïåðåâîäÿùåå ïðÿìûå â ïðÿìûå, ÿâëÿåòñÿ
ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Ó ýòîé òåîðåìû åñòü ëîêàëüíûå àíàëîãè. Ìû
ðàññìàòðèâàåì ëîêàëüíûå âîïðîñû, ïðîäîëæàþùèå òîò âîïðîñ, íà êîòîðûé îò-
âå÷àåò îñíîâíàÿ òåîðåìà ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè. À èìåííî, ìû ðàññìàòðèâàåì
ëîêàëüíóþ êëàññèôèêàöèè îòîáðàæåíèé, ïåðåâîäÿùèõ îòðåçêè ïðÿìûõ â äóãè
ïëîñêèõ êðèâûõ.

Áîëåå òî÷íî, ïóñòü U ⊂ RP2 � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî âåùåñòâåííîé ïðî-
åêòèâíîé ïëîñêîñòè. Äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå
Φ : U → RP3 íàçûâàåòñÿ ïëàíàðèçàöèåé, åñëè äëÿ âñÿêîé ïðÿìîé λ ⊂ RP2 ìíî-
æåñòâî Φ(λ ∩ U) ëåæèò â íåêîòîðîé ïëîñêîñòè. Ïëàíàðèçàöèè íàçâàíû òàê ïî
àíàëîãèè ñ êîëëèíåàöèÿìè, îòîáðàæåíèÿìè, ïåðåâîäÿùèìè ïðÿìûå â ïðÿìûå.
Ðàññìîòðåíèå ïëàíàðèçàöèé ïîëåçíî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òàêîãî âèäà. Äàíî ëè-
íåéíîå ñåìåéñòâî L êðèâûõ â RP2 (íàïðèìåð, ñåìåéñòâî âñåõ îêðóæíîñòåé, ñå-
ìåéñòâî âñåõ êîíèê è ïðî÷.). Îïèñàòü âñå îòîáðàæåíèÿ, ïåðåâîäÿùèå îòðåçêè
ïðÿìûõ â îòðåçêè êðèâûõ ñåìåéñòâà L. Íàïðèìåð, åñëè L � òðåõìåðíîå ëèíåé-
íîå ñåìåéñòâî êðèâûõ, òî âñÿêîå îòîáðàæåíèå f èç îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà
U ⊂ RP2 â RP2, ïåðåâîäÿùåå îòðåçêè ïðÿìûõ â äóãè L-êðèâûõ, çàäàåò ñëåäó-
þùóþ ïëàíàðèçàöèþ Φ : V → L. Ìíîæåñòâî V ⊂ RP2∗ ñîñòîèò èç òåõ ïðÿìûõ
λ, äëÿ êîòîðûõ åñòü òîëüêî îäíà L-êðèâàÿ γ, ñîäåðæàùàÿ ìíîæåñòâî f(λ ∩ U),
à Φ(λ) ñîâïàäàåò ñ γ. Â ðàáîòå [4] äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà. Ðàññìîòðèì ïëàíàðèçàöèþ Φ : U → RP3. Ñóùåñòâóåò íåïóñòîå

îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî V ⊂ U , òàêîå, ÷òî ïëàíàðèçàöèÿ Φ : V → RP3

òðèâèàëüíà, èëè êîòðèâèàëüíà, èëè êâàäðàòè÷íà, èëè äâîéñòâåííî êâàäðà-

òè÷íà.

Ìû äîëæíû äàòü íåîáõîäèìûå ïîÿñíåíèÿ. Ïëàíàðèçàöèÿ Φ : V → RP3 íà-
çûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé, åñëè Φ(V ) � ïîäìíîæåñòâî ïëîñêîñòè. Ïëàíàðèçàöèÿ
Φ : V → RP3 êîòðèâèàëüíà, åñëè íàéäåòñÿ òî÷êà b ∈ RP3, òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñÿêîé
ïðÿìîé λ ⊂ RP2, ìíîæåñòâî Φ(λ ∩ V ) ëåæèò â ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç b.
Ôîðìàëüíî, òðèâèàëüíûå ïëàíàðèçàöèè âêëþ÷àþòñÿ â êîòðèâèàëüíûå, îäíàêî
ìû ðàçäåëÿåì ýòè äâà êëàññà ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî êîòðèâèàëüíûõ ïëàíàðèçà-
öèé, íå ÿâëÿþùèõñÿ òðèâèàëüíûìè, ¾ìåíüøå¿, ÷åì òðèâèàëüíûõ, à òàêæå â
ñâÿçè ñ ÷àñòè÷íîé äâîéñòâåííîñòüþ ìåæäó òðèâèàëüíûìè è êîòðèâèàëüíûìè
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ïëàíàðèçàöèÿìè. Êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå èç RP2 â RP3 � ýòî ðàöèîíàëü-
íîå îòîáðàæåíèå (êîòîðîå, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò èìåòü òî÷êè íåîïðåäåëåííîñòè
â RP2), çàäàííîå â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ íàáîðîì èç ÷åòûðåõ îäíîðîäíûõ
êâàäðàòè÷íûõ ôîðì îò òðåõ ïåðåìåííûõ. Ëþáîå êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå èç
RP2 â RP3 ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðèçàöèåé.

Íàêîíåö, äâîéñòâåííî êâàäðàòè÷íûå ïëàíàðèçàöèè ñâÿçàíû ñ êâàäðàòè÷íû-
ìè ïëàíàðèçàöèÿìè ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåé âåðñèè ïðîåêòèâíîé äâîéñòâåííî-
ñòè. Ïóñòü Φ : U → RP3 � ïëàíàðèçàöèÿ. Ðàññìîòðèì îòêðûòîå ìíîæåñòâî V
äâîéñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP2∗, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ïðÿìûõ λ ⊂ RP2,
òàêèõ, ÷òî Φ(λ ∩ U) ëåæèò â åäèíñòâåííîé ïëîñêîñòè Pλ. Åñëè V íåïóñòî, òî
îïðåäåëåíà äâîéñòâåííàÿ ïëàíàðèçàöèÿ Φ∗ : V → RP3∗, ñîïîñòàâëÿþùàÿ ïðÿ-
ìîé λ ∈ V ïëîñêîñòü Pλ. Äâîéñòâåííî êâàäðàòè÷íûå ïëàíàðèçàöèè � ýòî ïëà-
íàðèçàöèè, äâîéñòâåííûå ê êâàäðàòè÷íûì.

Åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ïëàíàðèçàöèè ñ òî÷íîñòüþ äî ñëåäóþùåãî îò-
íîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè: äâå ïëàíàðèçàöèè ýêâèâàëåíòíû, åñëè, ïîñëå ïðîåê-
òèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â ïðîîáðàçå è ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â îáðàçå,
îíè ñîâïàäàþò íà íåêîòîðîì íåïóñòîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå. Êîíå÷íî, òðèâè-
àëüíûå è êîòðèâèàëüíûå ïëàíàðèçàöèè îáðàçóþò áåñêîíå÷íî ìíîãî êëàññîâ. Íî
âñå îñòàëüíûå ïëàíàðèçàöèè ðàçáèâàþòñÿ ðîâíî íà 16 êëàññîâ, è âñå ýòè êëàññû
ÿâíî îïèñàíû (ìîæíî âûïèñàòü ÿâíûå ïðîñòûå ôîðìóëû äëÿ ïðåäñòàâèòåëåé
ýòèõ êëàññîâ).
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ÍÈÓ ÂØÝ (â ÷àñòíîñòè, ëàáîðàòîðèè àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè è åå ïðèëîæå-
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1. Mathematical Methods of Science (îñíîâíîé êóðñ ìàãèñòðàòóðû)

2. History of Mathematics (îñíîâíîé êóðñ ìàãèñòðàòóðû)

Êðîìå òîãî, ÿ ðóêîâîæó (âìåñòå ñ À.È. Áóôåòîâûì, À.Â. Êëèìåíêî è Ã.È. Îëü-
øàíñêèì) ñåìèíàðîì �Ãåîìåòðèÿ è äèíàìèêà� äëÿ ñòóäåíòîâ ôàêóëüòåòà ìàòå-
ìàòèêè. ß ÿâëÿþñü çàìåñòèòåëåì äåêàíà ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè ïî ìåæäóíà-
ðîäíûì ñâÿçÿì. Ñ ýòîé äîëæíîñòüþ ñâÿçàíà ñóùåñòâåííàÿ àäìèíèñòðàòèâíàÿ
íàãðóçêà.

ß ðóêîâîæó ñëåäóþùèìè êóðñîâûìè è âûïóñêíûìè êâàëèôèêàöèîííûìè
ðàáîòàìè:

Çûêîâ Àíòîí Êîíñòàíòèíîâè÷: Àíàëîãè çàäà÷è Ñèëüâåñòðà äëÿ ëèíåéíûõ
ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ

Êîðîòêèõ Ñåðãåé Þðüåâè÷: Ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáð Êëèôôîðäà è ñîîòíî-
øåíèÿ Ãóðâèöà ñ ñóììàìè êâàäðàòîâ

Àìáàðöóìîâ Íèêîëàé Ãðèãîðüåâè÷: Ãåîìåòðèÿ òêàíåé

Ñëîíèìñêèé Äåíèñ Ëüâîâè÷: Öåïíûå äðîáè è êëàññû êâàäðàòè÷íûõ ôîðì

Øåïåëåâöåâà Àíàñòàñèÿ Àíäðååâíà: Âû÷èñëåíèå èòåðèðîâàííûõ ãðóïï
ìîíîäðîìèè äëÿ çàõâàòîâ

Ìåëèõîâà Åêàòåðèíà Âëàäèìèðîâíà: f -âåêòîðû ìíîãîãðàííèêîâ
Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà

Ïåòðóùåíêî Âñåâîëîä Âëàäèìèðîâè÷: Ïëàíàðèçàöèè
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