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Îò÷åò ïî ãðàíòó ôîíäà Äèíàñòèÿ çà 2015 ãîä

Âëàäëåí Òèìîðèí

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ýòîì ãîäó

Ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ êóáè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñîñòîèò èç êëàññîâ àôôèí-
íîé ñîïðÿæåííîñòè êóáè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Ìíîæåñòâî M3 êëàññîâ ìíîãî÷ëåíîâ ñî ñâÿçíûìè ìíîæåñòâàìè Æþëèà íàçû-
âàåòñÿ êóáè÷åñêèì ìíîæåñòâîì Ìàíäåëüáðîòà. Ãëàâíàÿ êóáèîèäà CU îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî êëàññîâ êóáè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ, ó êîòîðûõ åñòü íåïî-
äâèæíàÿ íåîòòàëêèâàþùàÿ òî÷êà, íåò îòòàëêèâàþùèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê,
ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâî Æþëèà, è åñòü íå áîëåå îäíîé íåîòòàëêèâàþùåé ïå-
ðèîäè÷åñêîé òî÷êè ñ ìóëüòèïëèêàòîðîì, îòëè÷íûì îò 1. Ýòî îïðåëåäåíèå ìî-
òèâèðîâàíî òåì, ÷òî çàìûêàíèå ãëàâíîé êîìïîíåíòû âíóòðåííîñòè M3 (ñîñòî-
ÿùåé èç êëàññîâ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ, ìíîæåñòâà Æþëèà êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ æîðäàíîâûìè êðèâûìè) ëåæèò â CU.

Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå Â.Òèìîðèíà ñ À.Áëîõîì, Ë.Îâåðñòèãåíîì è Ð.Ïòà÷åêîì
[1] èçó÷àåòñÿ ãåîìåòðèÿ îäíîìåðíûõ êîìïëåêñíûõ ñðåçîâ ïðîñòðàíñòâà ïàðà-
ìåòðîâ êóáè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Êàê íåòðóäíî âèäåòü, ëþáîé êóáè÷åñêèé ìíî-
ãî÷ëåí àôôèííî ñîïðÿæåí ìíîãî÷ëåíó âèäà

fλ,b(z) = λz + bz2 + z3, λ ∈ C, b ∈ C

äëÿ íåêîòîðûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë λ, b. Ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ òàêîãî âè-
äà ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç F , à ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ fλ,b ñ ôèêñèðîâàííûì
λ � ÷åðåç Fλ. Çàìåòèì, ÷òî λ � ýòî ìóëüòèïëèêàòîð íåïîäâèæíîé òî÷êè 0 ìíî-
ãî÷ëåíà fλ,b. Òàêèì îáðàçîì, îäíîìåðíûå ñðåçû Fλ äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà F
èìåþò äèíàìè÷åñêèé ñìûñë.

Ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû äàþò îïèñàíèå ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñðåçîâ Fλ, àíàëî-
ãè÷íîå ïðåäñòàâëåíèþ ìíîæåñòâà Ìàíäåëüáðîòà â âèäå îáúåäèíåíèÿ ãëàâíîé
êàðäèîèäû è êèëüâàòåðíûõ ñòðóé ìíîæåñòâà Ìàíäåëüáðîòà, äîïóñêàþùèõ ÿâ-
íîå äèíàìè÷åñêîå îïèñàíèå. Òî÷êè θ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ìû áóäåì îòîæ-
äåñòâëÿòü ñ òî÷êàìè ìíîæåñòâà R/Z. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(θ) äóãó åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè ñ êîíöàìè θ± 1

3
, ñîäåðæàùóþ òî÷êó θ. Îïðåäåëèì ïîäìíîæåñòâî Q

åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè êàê çàìûêàíèå ìíîæåñòâà òî÷åê θ ñî ñëåäóþùèì ñâîé-
ñòâîì: âñå ýëåìåíòû 3kθ îðáèòû òî÷êè θ îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ óòðîåíèÿ
óãëà ïðèíàäëåæàò äóãå L(θ). Ïîä äûðêàìè ìíîæåñòâà Q ìû èìååì â âèäó êîì-
ïîíåíòû äîïîëíåíèÿ äî ýòîãî ìíîæåñòâà â åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Íàïîìíèì,
÷òî âíåøíèå ëó÷è êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà K ñôåðû Ðèìàíà CP 1, äîïîë-
íåíèå äî êîòîðîãî îäíîñâÿçíî, îïðåäåëÿþòñÿ êàê îáðàçû ïðÿìûõ ðàäèàëüíûõ
èíòåðâàëîâ ïðè êîíôîðìíîì èçîìîðôèçìå ìåæäó åäèíè÷íûì äèñêîì è CP 1\K.
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Âíåøíèå ëó÷è ïàðàìåòðèçóþòñÿ óãëàìè èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, òî÷êàìè åäè-
íè÷íîé îêðóæíîñòè. Ìû ãîâîðèì, ÷òî âíåøíèé ëó÷ ìíîæåñòâà K çàêàí÷èâàåò-
ñÿ â òî÷êå z, åñëè z � åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà K, ëåæàùàÿ â çàìûêàíèè
âíåøíåãî ëó÷à. Ïàðàìåòðè÷åñêèìè ëó÷àìè â Fλ ìû áóäåì íàçûâàòü âíåøíèå
ëó÷è ìíîæåñòâà Cλ, ñîñòîÿùåãî èç âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ f ∈ Fλ ñî ñâÿçíûì ìíîæå-
ñòâîì Æþëèà.

Òåîðåìà. Ïóñòü λ � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî |λ| 6 1. Äëÿ âñÿêîé äûðêè
(θ1, θ2) ìíîæåñòâà Q, ïàðàìåòðè÷åñêèå ëó÷è Rλ(θ1) è Rλ(θ2) çàêàí÷èâàþòñÿ
â îäíîé è òîé æå òî÷êå.

Òàêèì îáðàçîì, ïàðà ïàðàìåòðè÷åñêèõ ëó÷åé Rλ(θ1) è Rλ(θ2), âìåñòå ñ òî÷-
êîé, â êîòîðîé îíè îáà çàêàí÷èâàþòñÿ, äåëèò ïëîñêîñòü íà äâå îòêðûòûå ÷àñòè.
Ïóñòü (θ1, θ2) � äûðêà ìíîæåñòâà Q, è ïóñòü Wλ(θ1, θ2) � êîìïîíåíòà ìíî-
æåñòâà C \ Rλ(θ1) ∪Rλ(θ2), ñîäåðæàùàÿ ïàðàìåòðè÷åñêèå ëó÷è ñ àðãóìåíòàìè
â (θ1, θ2). Ìíîæåñòâî Wλ(θ1, θ2) íàçûâàåòñÿ(ïàðàìåòðè÷åñêîé) êèëüâàòåðíîé
ñòðóåé (ñðåçà Fλ). Òî÷êà, â êîòîðîé çàêàí÷èâàþòñÿ îáà ëó÷à Rλ(θ1) è Rλ(θ2),
íàçûâàåòñÿ êîðíåâîé òî÷êîé ïàðàìåòðè÷åñêîé êèëüâàòåðíîé ñòðóè Wλ(θ1, θ2).
Îïðåäåëèì ïåðèîä ïàðàìåòðè÷åñêîé êèëüâàòåðíîé ñòðóè Wλ(θ1, θ2) êàê ïåðèîä
òî÷êè θ1+

1
3
îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ óòðîåíèÿ óãëà. Äèíàìè÷åñêèå ëó÷è ìíî-

ãî÷ëåíà f � ýòî âíåøíèå ëó÷è åãî çàïîëíåííîãî ìíîæåñòâà Æþëèà (èõ ìîæíî
îïðåäåëèòü äèíàìè÷åñêèì ñïîñîáîì â òîì ÷èñëå è â ñëó÷àå, êîãäà çàïîëíåííîå
ìíîæåñòâî Æþëèà íåñâÿçíî). Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò äèíàìè÷åñêîå îïèñàíèå
ïàðàìåòðè÷åñêèõ êèëüâàòåðíûõ ñòðóé.

Òåîðåìà. Çàôèêñèðóåì äûðêó (θ1, θ2) ìíîæåñòâà Q è ïàðàìåòðè÷åñêóþ êèëü-
âàòåðíóþ ñòðóþ Wλ(θ1, θ2) ñðåçà Fλ. Òîãäà, äëÿ âñÿêîãî f ∈ Wλ(θ1, θ2), äèíà-
ìè÷åñêèå ëó÷è Rf (θ1 +

1
3
), Rf (θ2 +

2
3
) çàêàí÷èâàþòñÿ â îäíîé è òîé æå òî÷êå,

êîòîðàÿ ëèáî îòòàëêèâàåò äëÿ âñåõ f ∈ Wλ(θ1, θ2), ëèáî ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé
0 äëÿ âñåõ f ∈ Wλ(θ1, θ2). Åñëè froot � êîðíåâàÿ òî÷êà ïàðàìåòðè÷åñêîé êèëü-
âàòåðíîé ñòðóè Wλ(θ1, θ2), òî äèíàìè÷åñêèå ëó÷è Rfroot(θ1 +

1
3
), Rfroot(θ2 +

2
3
)

çàêàí÷èâàþòñÿ â îäíîé è òîé æå ïàðàáîëè÷åñêîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êå.

Íàïîìíèì, ÷òî êîíòèíóóì (ñâÿçíîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî) X íà ïëîñêîñòè
íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè äîïîëíåíèå äî ýòîãî êîíòèíóóìà ñîñòîèò èç îäíîé
íåîãðàíè÷åííîé êîìïîíåíòû.

Òåîðåìà. Ìíîæåñòâî Cλ ëåæèò â îáúåäèíåíèè ñðåçà CUλ ãëàâíîé êóáèîèäû è
ïàðàìåòðè÷åñêèõ êèëüâàòåðíûõ ñòðóé. Ñðåç ãëàâíîé êóáèîèäû CUλ ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì êîíòèíóóìîì.

Ïåðå÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ãîòîâÿòñÿ ê ïóáëèêàöèè. Â ðàìêàõ ìåæäóíàðîä-
íîé êîíôåðåíöèè "Conference of Complex Analysis in China 2015 ïðîâåäåííîé
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â Ïåêèíå ñ 12.10.2015 ïî 16.10.2015 Êèòàéñêîé àêàäåìèåé íàóê, Â.À. Òèìî-
ðèí âûñòóïèë ñ ïðèãëàøåííûì äîêëàäîì �Slices of the parameter space of cubic
polynomials â êîòîðîì áûëè èçëîæåíû, â ÷àñòíîñòè, îïèñàííûå âûøå ðåçóëüòà-
òû.
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Cubioid, to appear in CGDS.

[3] A. Blokh, L. Oversteegen, R. Ptacek, V. Timorin, Complementary components
to the Principal Hyperbolic Domain, preprint

[4] A. Blokh, L. Oversteeegen, R. Ptacek, V. Timorin, Quadratic-like dynamics of
cubic polynomials, to appear in Communications in Mathematical Physics

[5] V. Petruschenko, V. Timorin, On maps taking lines to plane curves, to appear
in Arnold Mathematical Journal (2016).

[6] Â.À. Òèìîðèí, Ãåîìåòðèÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì è óðàâíåíèé ñ ÷àñòíû-
ìè ïðîèçâîäíûìè, ó÷åáíèê, ïîäãîòîâëåííûé â ðàìêàõ ïðîåêòà Èçäàòåëü-
ñêîãî Äîìà ÍÈÓ ÂØÝ, ïðèìåðíî 300 ñòð.

Ó÷àñòèå â êîíôåðåíöèÿõ è øêîëàõ

ôåâðàëü ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Algebraic structures in convex
geometryÌîñêâà.

ìàé ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �XXV years of low dimensional dynamics at
Stony Brook�, Ñòîíè Áðóê (ÑØÀ).

àâãóñò ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �The Fifth German-Russian Week of the
Young Researcher on Discrete Geometry�, Äîëãîïðóäíûé.

îêòÿáðü ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Conference on Complex Analysis in
China�, Ïåêèí.

Äîêëàäû íà ñåìèíàðàõ

• Êëóá ïëþñ, Íèæíèé Íîâãîðîä.

• Ñåìèíàð ïî äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì, Íèæíèé Íîâãîðîä.
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Ðàáîòà â íàó÷íûõ öåíòðàõ è ìåæäóíàðîäíûõ ãðóïïàõ

Ïðîäîëæàåòñÿ íàø ñîâìåñòíûé ïðîåêò ñ êîëëåãàìè èç óíèâåðñèòåòà Àëàáàìû
â Áèðìèíãåìå, Àëåêñàíäðîì Áëîõîì è Ëåêñîì Îâåðñòèãåíîì.

Ïåäàãîãè÷åñêàÿ è àäìèíèñòðàòèâíàÿ äåÿòåëüíîñòü

Ñ àïðåëÿ 2015 ãîäà íà ìåíÿ âîçëîæåíû îáÿçàííîñòè äåêàíà ôàêóëüòåòà ìàòå-
ìàòèêè ÍÈÓ ÂØÝ.

ß ðóêîâîæó êóðñîâûìè ðàáîòàìè äâóõ ñòóäåíòîâ ïåðâîãî êóðñà è îäíîé
ñòóäåíòêè ìàãèñòðàòóðû.
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