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Àâäååâ Ðîìàí Ñåðãååâè÷

1. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â 2015 ãîäó

Â ýòîì ãîäó èçó÷àëèñü ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé àôôèííûõ ñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ñ
ôèêñèðîâàííîé ïîëóãðóïïîé ñòàðøèõ âåñîâ.

Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì
ïîëåì k íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè. Âñÿêîå G-ìíîãîîáðàçèå (òî åñòü àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãî-
îáðàçèå, ñíàáæ¼ííîå ðåãóëÿðíûì äåéñòâèåì ãðóïïû G), îáëàäàþùåå ïëîòíîé (à çíà÷èò,
îòêðûòîé) îðáèòîé äëÿ èíäóöèðîâàííîãî äåéñòâèÿ áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïû B ⊂ G, íà-
çûâàåòñÿ ñôåðè÷åñêèì. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà G � òîð, ñôåðè÷åñêèå G-ìíîãîîáðàçèÿ
õîðîøî èçâåñòíû ïîä íàçâàíèåì òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ.

Ñîãëàñíî èçâåñòíîìó ðåçóëüòàòó Âèíáåðãà è Êèìåëüôåëüäà 1978 ãîäà, íåïðèâîäèìîå
àôôèííîåG-ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åñòåñòâåííîå
ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâå k[X] ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé íà X èìååò ïðîñòîé

ñïåêòð, òî åñòü âñÿêîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G âõîäèò â k[X] ñ êðàòíîñòüþ
íå âûøå 1. Âàæíåéøèì èíâàðèàíòîì àôôèííîãî ñôåðè÷åñêîãî G-ìíîãîîáðàçèÿ X ÿâëÿ-
åòñÿ åãî ïîëóãðóïïà ñòàðøèõ âåñîâ ΓX , ñîñòîÿùàÿ èç òåõ äîìèíàíòíûõ âåñîâ ãðóïïû G,
äëÿ êîòîðûõ k[X] ñîäåðæèò íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G ñî ñòàðøèì âåñîì λ.

Åù¼ îäèí èíâàðèàíò àôôèííîãî ñôåðè÷åñêîãî G-ìíîãîîáðàçèÿ X ïðîèñõîäèò èç êîëü-
öåâîé ñòðóêòóðû àëãåáðû k[X]. Äëÿ êàæäîãî λ ∈ ΓX îáîçíà÷èì ÷åðåç k[X]λ ïîäïðîñòðàí-
ñòâî â k[X], â êîòîðîì ðåàëèçóåòñÿ íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G ñî ñòàðøèì
âåñîì λ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ΞX ïîëóãðóïïó, ïîðîæä¼ííóþ âñåìè ýëåìåíòàìè âèäà λ+µ−ν,
äëÿ êîòîðûõ k[X]λ ·k[X]µ ⊃ k[X]ν . Ïîëóãðóïïà ΞX íàçûâàåòñÿ êîðíåâîé ïîëóãðóïïîé ìíî-
ãîîáðàçèÿ X. Â 1996 ãîäó Êíîï äîêàçàë, ÷òî íàñûùåíèå Ξsat

X ïîëóãðóïïû ΞX (òî åñòü
ïîëóãðóïïà, ðàâíàÿ ïåðåñå÷åíèþ ãðóïïû, ïîðîæä¼ííîé ΞX , è âûïóêëîãî êîíóñà, íàòÿíó-
òîãî íà ΞX) ñâîáîäíî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ΣX (êîíå÷íûé) áàçèñ ïîëóãðóïïû Ξsat

X .
Ïóñòü Γ � ïðîèçâîëüíàÿ ïîäïîëóãðóïïà ïîëóãðóïïû ñòàðøèõ âåñîâ ãðóïïû G. Çàôèê-

ñèðóåì ìàêñèìàëüíûé òîð T ⊂ G è îáîçíà÷èì ÷åðåç Tad ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèñîåäèí¼ííûé

òîð, òî åñòü ôàêòîðãðóïïó òîðà T ïî öåíòðó ãðóïïû G. Â 2005 ãîäó Àëåêñååâ è Áðèîí
ïîñòðîèëè àôôèííóþ ñõåìó MΓ êîíå÷íîãî òèïà, ñíàáæ¼ííóþ äåéñòâèåì ãðóïïû Tad è îá-
ëàäàþùóþ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) Tad-îðáèòû â MΓ íàõîäÿòñÿ â áèåêöèè ñ àôôèííûìè ñôåðè÷åñêèìè G-ìíîãîîáðàçè-
ÿìè (ðàññìàòðèâàåìûìè ñ òî÷íîñòüþ äî G-ýêâèâàðèàíòíîãî èçîìîðôèçìà) ñ ïîëó-
ãðóïïîé ñòàðøèõ âåñîâ Γ;

(2) MΓ ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ Tad-íåïîäâèæíóþ çàìêíóòóþ òî÷êó (îáîçíà÷èì å¼ ÷å-
ðåç X0);

(3) äëÿ âñÿêîãî àôôèííîãî ñôåðè÷åñêîãî G-ìíîãîîáðàçèÿ X ñ óñëîâèåì ΓX = Γ çà-
ìûêàíèå ñîîòâåòñòâóþùåé Tad-îðáèòû â MΓ ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì òîðè÷åñêèì Tad-
ìíîãîîáðàçèåì ñ ïîëóãðóïïîé ñòàðøèõ âåñîâ ΞX .
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Ñõåìà MΓ íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ìîäóëåé àôôèííûõ ñôåðè÷åñêèõ G-ìíîãîîáðàçèé ñ

ïîëóãðóïïîé ñòàðøèõ âåñîâ Γ.
Â íàøåì ñîâìåñòíîì ïðîåêòå ñî Ñò. Êþï�èò-Ôóò�ó (S. Cupit-Foutou) èçó÷àåòñÿ ïðîñòðàí-

ñòâî MΓ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïîëóãðóïïà Γ íàñûùåííà (òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì
ðåø¼òêè ñ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûì âûïóêëûì êîíóñîì). Íà ãåîìåòðè÷åñêîì ÿçûêå óñëîâèå
íàñûùåííîñòè Γ îçíà÷àåò, ÷òî âñÿêîå àôôèííîå ñôåðè÷åñêîå G-ìíîãîîáðàçèå ñ ΓX = Γ
ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì.

Â íà÷àëå 2015 ãîäà ìû çàíèìàëèñü ðåâèçèåé è ïîäãîòîâêîé ê ñäà÷å â ïå÷àòü íàøåãî
ïðåïðèíòà �On the irreducible components of moduli schemes for a�ne spherical varieties�
(arXiv:1406.1713v2), âêëþ÷àâøåãî ïîìèìî ïðî÷åãî ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

(R1) ïîëíîå îïèñàíèå ñòðóêòóðû Tad-ìîäóëÿ â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TX0MΓ ê MΓ â
Tad-íåïîäâèæíîé òî÷êå X0 â òåðìèíàõ ïîëóãðóïïû Γ;

(R2) äëÿ âñÿêîãî íîðìàëüíîãî àôôèííîãî ñôåðè÷åñêîãî G-ìíîãîîáðàçèÿ X åãî êîðíåâàÿ
ïîëóãðóïïà ΞX ñîâïàäàåò ñ Ξsat

X è òåì ñàìûì ñâîáîäíà.

Ñîäåðæàâøèåñÿ â ïðåïðèíòå äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ (R1) è (R2) îïèðàëèñü íà öåëûé
ðÿä èçâåñòíûõ ôàêòîâ èç òåîðèè ñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Îäíàêî â ïðîöåññå ðåâèçèè
ñòàëî ÿñíî, ÷òî (R1) è (R2) ìîæíî äîêàçàòü, îáîéäÿñü çíà÷èòåëüíî ìåíüøèì íàáîðîì
èñïîëüçóåìûõ ñðåäñòâ. À èìåííî, äîñòàòî÷íî òîëüêî áàçîâûõ ôàêòîâ î ïðîñòðàíñòâå MΓ

èç ðàáîòû Àëåêñååâà è Áðèîíà è óïîìèíàâøåãîñÿ âûøå ðåçóëüòàòà Êíîïà î ñâîáîäíîñòè
ïîëóãðóïïû Ξsat

X . Ýòî ïðèâåëî ê ïåðåîñìûñëåíèþ è êàðäèíàëüíîìó èçìåíåíèþ èäåîëîãèè
è ñòðóêòóðû íàøåé ðàáîòû, à òàêæå ê ñóùåñòâåííîìó ðàñøèðåíèþ å¼ ñîäåðæàíèÿ. Ïðè
ïîìîùè (R1) íàì óäàëîñü ïîëó÷èòü ïðèíöèïèàëüíî íîâûå äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùèõ èç-
âåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ èç òåîðèè ñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé:

(F1) òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè äëÿ íîðìàëüíûõ àôôèííûõ ñôåðè÷åñêèõ G-ìíîãîîáðàçèé:
ñ òî÷íîñòüþ äî G-ýêâèâàðèàíòíîãî èçîìîðôèçìà, âñÿêîå íîðìàëüíîå àôôèííîå ñôå-
ðè÷åñêîå G-ìíîãîîáðàçèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïàðîé (ΓX ,ΣX);

(F2) òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè äëÿ ñôåðè÷åñêèõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ (ôîðìóëèðîâêà
îïóùåíà ââèäó å¼ ãðîìîçäêîñòè);

(F3) ñ òî÷íîñòüþ äî G-ýêâèâàðèàíòíîãî èçîìîðôèçìà, ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñ-
ëî àôôèííûõ ñôåðè÷åñêèõ G-ìíîãîîáðàçèé ñ ëþáîé íàïåð¼ä çàäàííîé ïîëóãðóïïîé
ñòàðøèõ âåñîâ.

Ðåçóëüòàòû (F1) è (F2) áûëè âïåðâûå ïîëó÷åíû È. Ëîñåâûì â 2009 ãîäó, à ðåçóëüòàò (F3) �
Àëåêñååâûì è Áðèîíîì â 2005 ãîäó (â òîé æå ðàáîòå, ãäå áûëî ââåäåíî ïðîñòðàíñòâî MΓ).
Êðîìå òîãî, íàì óäàëîñü ðàñïðîñòðàíèòü ðåçóëüòàò (F1) íà ïðîèçâîëüíûå (íå îáÿçàòåëüíî
íîðìàëüíûå) àôôèííûå ñôåðè÷åñêèå G-ìíîãîîáðàçèÿ.

Ðåçóëüòàòû (R1), (R2), à òàêæå íîâûå äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ (F1)�(F3) ñîñòàâè-
ëè îñíîâó ñòàòüè [2]. Ïî ìàòåðèàëàì ïðåïðèíòà arXiv:1406.1713v2, íå âîøåäøèì â [2],
ãîòîâèòñÿ îòäåëüíàÿ ñòàòüÿ.
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2. Ïóáëèêàöèè â 2015 ãîäó

[1] R. Avdeev, Strongly solvable spherical subgroups and their combinatorial invariants, Selecta
Mathematica. New Series 21 (2015), no. 3, 931�993.

DOI: 10.1007/s00029-015-0180-3

ArXiv: 1212.3256 [math.GR]

[2] R. Avdeev, S. Cupit-Foutou, New and old results on spherical varieties via moduli theory,
preprint, 2015, 44 pp.

ArXiv: 1508.00268 [math.AG]

Ñäàíî â ïå÷àòü.

3. Ó÷àñòèå â êîíôåðåíöèÿõ è øêîëàõ, äîêëàäû íà ñåìèíàðàõ

1. Äîêëàä ¾The moduli scheme of a�ne spherical varieties with a given weight monoid¿,
Seminar on Algebra, Geometry, and Physics, Max-Planck Institute for Mathematics,
Áîíí, Ãåðìàíèÿ, 6 ÿíâàðÿ 2015 ã.

2. Äîêëàä ¾The moduli scheme of a�ne spherical varieties with a given weight monoid¿,
Oberseminar Algebra, Mathematisches Institut, Universit�at zu K�oln, Ê¼ëüí, Ãåðìàíèÿ,
13 ÿíâàðÿ 2015 ã.

3. Äîêëàä ¾Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé àôôèííûõ ñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ñ ôèêñèðî-
âàííîé ïîëóãðóïïîé ñòàðøèõ âåñîâ¿, ñåìèíàð ¾Ãðóïïû Ëè è òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ¿,
ÌÃÓ, Ìîñêâà, 18 è 25 ôåâðàëÿ 2015 ã.

4. Äîêëàä ¾Ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé â òåîðèè ñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé¿, êîíôåðåíöèÿ
¾Âñòðå÷à ïîêîëåíèé¿, ÍÌÓ, Ìîñêâà, 9�11 èþíÿ 2015 ã.

5. Äîêëàä ¾Ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé àôôèííûõ ñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ñ ôèêñèðî-
âàííîé ïîëóãðóïïîé ñòàðøèõ âåñîâ¿, Ïÿòàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ ¾Àëãåáðû Ëè, àë-
ãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû è òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ¿, Ñàìàðà, 22�27 èþíÿ 2015 ã.

4. Ðàáîòà â íàó÷íûõ öåíòðàõ è ìåæäóíàðîäíûõ ãðóïïàõ

Çàíèìàëñÿ íàó÷íîé ðàáîòîé â Ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå Ìàêñà Ïëàíêà (Áîíí, Ãåð-
ìàíèÿ) ñ 1 ïî 23 ÿíâàðÿ 2015 ãîäà.

5. Ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü

Â 4-ì ìîäóëå 2014/2015 ó÷åáíîãî ãîäà (ñ àïðåëÿ ïî èþíü) ÷èòàë ëåêöèè è â¼ë ñåìèíàð-
ñêèå çàíÿòèÿ ïî êóðñó ¾Àëãåáðà¿ íà 1-ì êóðñå íàïðàâëåíèÿ ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è
èíôîðìàòèêà¿ ôàêóëüòåòà êîìïüþòåðíûõ íàóê ÍÈÓ ÂØÝ.

Â 4-ì ìîäóëå 2014/2015 ó÷åáíîãî ãîäà (ñ àïðåëÿ ïî èþíü) â¼ë ñåìèíàðñêèå çàíÿòèÿ ïî
êóðñó ¾Òåîðèÿ àëãîðèòìîâ¿ íà 2-ì êóðñå íàïðàâëåíèÿ ¾Ôóíäàìåíòàëüíàÿ èíôîðìàòèêà
è èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè¿ ÌÈÝÌ ÍÈÓ ÂØÝ.
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Â 1-2 ìîäóëÿõ 2015/2016 ó÷åáíîãî ãîäà (ñ ñåíòÿáðÿ ïî äåêàáðü) ÷èòàë ëåêöèè è â¼ë
ñåìèíàðñêèå çàíÿòèÿ ïî êóðñó ¾Ëèíåéíàÿ àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ¿ íà 1-ì êóðñå íàïðàâëåíèÿ
¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà¿ ôàêóëüòåòà êîìïüþòåðíûõ íàóê ÍÈÓ ÂØÝ.

Íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ãîäà (çà èñêëþ÷åíèåì ëåòíèõ êàíèêóë) â¼ë óðîêè ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî àíàëèçà â ìàòåìàòè÷åñêîì êëàññå øêîëû �179 ÌÈÎÎ.
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