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Îò÷åò ïî ãðàíòó ôîíäà Äèíàñòèÿ çà 2016 ãîä

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ýòîì ãîäó

ß çàíèìàëñÿ çàäà÷àìè, ñâÿçàííûìè ñ óñòîé÷èâîñòüþ ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì íà ãðàôàõ, ñòàáèëèçàöèè ïîëîæèòåëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì è ãëàäêîñòüþ âñïëåê-
ñîâ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

1. Ëèíåéíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû íà ãðàôàõ. Ïîäîáíûå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ îáîá-
ùåíèÿìè êëàññè÷åñêèõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè, àêòèâíî èññëåäóåìûõ â
ëèòåðàòóðå, íà÷èíàÿ ñ 1980-õ ãîäîâ. Çàäàí êîíå÷íûé îðèåíòèðîâàííûé ìóëüòèãðàô G,
êàæäîé âåðøèíå êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, à êàæäî-
ìó ðåáðó � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç îäíîãî ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå. Òàêèì îáðàçîì,
åñëè çàäàòü íà÷àëüíóþ òî÷êó â îäíîì èç ïðîñòðàíñòâ, òî êàæäîìó ïóòè ïî ãðàôó èç
ýòîé âåðøèíû ñîîòâåòñòâóåò òðàåêòîðèÿ äàííîé òî÷êè ïîä äåéñòâèåì êîìïîçèöèè îïå-
ðàòîðîâ, ëåæàùèõ íà ðåáðàõ äàííîãî ïóòè. Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé åñëè âñå åå
òðàåêòîðèè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Êëàññè÷åñêèå ñèñòåìû ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè ñîîòâåòñòâó-
þò ñëó÷àþ ìóëüòèãðàôà ñ îäíîé âåðøèíîé. Îíè íàøëè ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ â
òåîðèè ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé, ñîöèîëîãèè, òåîðèè ñèñòåì è ò.ä. Çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ñè-
ñòåì íà ãðàôàõ íà÷àëè èññëåäîâàòüñÿ îòíîñèòåëüíî íåäàâíî â ðàáîòàõ Äàè, Êîçÿêèíà,
Þíãåðñà, Ôèëëèïà, è äð. Â ðàáîòå [12] ìû ñòðîèì îáùóþ òåîðèþ òàêèõ ñèñòåì, ðàçðàáà-
òûâàåì òåõíèêó èõ ôàêòîðèçàöèè, à òàêæå äîêàçûâàåì ñóùåñòâîâàíèå èíâàðèàíòíîãî
ñåìåéñòâà ôóíêöèé Ëÿïóíîâà. Ìû ïðèâîäèì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé
ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ýôôåêòèâíî ðåøàåòñÿ âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè
ñèñòåìû.

2. Ìåòîäû ñòàáèëèçàöèè ïîëîæèòåëüíîé ñèñòåìû (ïîèñêà áëèæàéøåé óñòîé÷è-
âîé/íåóñòîé÷èâîé ìàòðèöû). Ðàññìàòðèâàåòñÿ äèñêðåòíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ ïî-
ñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

xk+1 = Axk , k ∈ N,

ãäå A � çàäàííàÿ d×d ìàòðèöà. Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé, åñëè âñå åå òðàåêòîðèè
(ò.å., ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}k∈N) îãðàíè÷åíû ïðè k →∞, ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé, åñëè âñå åå òðàåêòîðèè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè k →∞. Èçâåñòíî,
÷òî ñèñòåìà óñòîé÷èâà åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ åå ìàòðèöû ëåæàò â åäèíè÷íîì
êðóãå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, à çíà÷åíèÿ, ëåæàùèå íà ãðàíèöå êðóãà (åñëè åñòü) íå
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èìåþò æîðäàíîâûõ êëåòîê ðàçìåðà áîëüøå 1. Ñèñòåìà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà, åñ-
ëè âñå ñîáñòâåííûå ëåæàò âî âíóòðåííîñòè åäèíè÷íîãî êðóãà.

Â ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèÿõ âîçíèêàåò çàäà÷à ïîèñêà áëèæàéøåé óñòîé÷èâîé
ñèñòåìû. Èìåííî, äëÿ çàäàííîé ìàòðèöû A íàéòè óñòîé÷èâóþ ìàòðèöó B, äëÿ êîòîðîé
ðàññòîÿíèå ‖A− B‖ ìèíèìàëüíî. Ïðè ýòîì, ìàòðè÷íàÿ íîðìà ‖M‖ � ëþáî ñïåêòðàëü-
íàÿ (îïåðàòîðíàÿ íîðìà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà), ëèáî íîðìà Ôðîáåíèóñà (êîðåíü èç
ñóììû êâàäðàòîâ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû). Àíàëîãè÷íî ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîèñêà áëèæàéøåé
àñèìïòîòè÷åñêè íåóñòîé÷èâîé ìàòðèöû. Îáå çàäà÷è èçâåñòíû ñâîåé ñëîæíîñòüþ è èñ-
ñëåäîâàëàñü â ìíîãî÷èñëåííûõ ðàáîòàõ. Â ðàáîòå [5] íàìè ïðåäëîæåí ñïîñîá òî÷íîãî
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è äëÿ îïðåäåëåííîãî êëàññà íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö � ñïåêòðàëü-
íûé ñèìïëåêñ ìåòîä. Óêàçàíû ïðèëîæåíèÿ ýòîãî ìåòîäà ê çàäà÷å îá îïòèìèçàöèè ñïåê-
òðàëüíîãî ðàäèóñà ãðàôà, à òàêæå ê çàäà÷å îïòèìèçàöèè ðàñõîäîâ â ìîäåëè Ëåîíòüåâà.
Íàìè òàêæå ðàçðàáîòàí èòåðàöèîííûé ìåòîä ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ äëÿ
ïðîèçâîëüíîé íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû.

3. Îïðåäåëåíèå ãëàäêîñòè âñïëåñêîâ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Âñïëåñêàìè íàçûâàþòñÿ
ôóíêöèè, ïîëó÷åííûå èç îäíîé è òîé æå ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ öåëûõ ñæàòèé è ñäâèãîâ
àðãóìåíòà è îáðàçóþùèå áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå L2(Rd). Âñïëåñêè ïîêàçàëè ñâîþ èñêëþ-
÷èòåëüíóþ ýôôåêòèâíîñòü â çàäà÷àõ îáðàáîòêè ñèãíàëîâ, ïåðåäà÷è è õðàíåíèÿ èíôîð-
ìàöèè, ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, è ò.ä. Ãëàäêîñòü âñïëåñêîâ
îòâå÷àåò çà ñêîðîñòü èõ àïïðîêñèìàöèè è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé.
Â íà÷àëå 1990-õ ãã. óñèëèÿìè Äîáåøè, Ëàãàðèàñà, Ìè÷åëëè, Äàìåíà, Êàâàðåòòû, Õåé-
ëÿ, Âîíãà, Ñòðýíãà è äð. áûë ðàçðàáîòàí ìàòðè÷íûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàòåëåé
ãëàäêîñòè âñïëåñêîâ îäíîé ïåðåìåííîé. Íà ñëó÷àé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ îí áûë îáîáùåí
ëèøü â îäíîé ÷àñòíîé ñèòóàöèè, êîãäà ìàòðèöà ñæàòèÿ àðãóìåíòà ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíîé
(ò.å., âñå åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû ïî ìîäóëþ è îíà äèàãîíàëèçèðóåòñÿ â áàçèñå
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ). Âîïðîñ î âîçìîæíîñòè îáîáùåíèÿ äëÿ îáùèõ ìàòðèö ñæàòèÿ
îñòàâàëñÿ îòêðûòûì â òå÷åíèå äâóõ äåñÿòèëåòèé. Ìû äàåì îòâåò íà ýòîò âîïðîñ â ãîòî-
âÿùåéñÿ ê âûõîäó ìîíîãðàôèè [13], ãäå ðàçðàáàòûâàåì ìàòðè÷íûé ìåòîä äëÿ ôóíêöèé
ëþáîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ ñ ëþáîé äîïóñòèìîé ìàòðèöåé ñæàòèÿ.

Ðàáîòû, îïóáëèêîâàííûå è ïîäàííûå â ïå÷àòü â 2016 ã.

1. V.Yu.Protasov, Linear switching systems with slow growth of trajectories, System &
Conttol Letters, 90 (2016), 54-�60.

2. N.Guglielmi, V.Yu.Protasov, Invariant polytopes of linear operators with applications to
regularity of wavelets and of subdivisions, SIAM J. Matrix Anal., 37 (2016), no 1, 18�52.

3.M.Charina, C.Conti, N.Guglielmi, V.Yu.Protasov, Limits of level and parameter dependent
subdivision schemes: A matrix approach, Applied Mathematics and Computation, 272 (2016),
20-�27.

4. V.Yu.Protasov and R.Jungers, Analysing the stability of linear systems via exponential
Chebyshev polynomials, IEEE Trans. Automatic Control, 61 (2016), no 3, 795�798.
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5. V.Yu.Protasov, Spectral simplex method, Mathematical Programming 156 (2016), 156
(2016), no. 1-2, Ser. A, 485-�511.

6. J.Brihkhuis and V.Yu.Protasov, A new proof of the Lagrange multiplier rule, Operations
Research Letters, 44 (2016), 400�402.

7.M.Charina, C.Conti, N.Guglielmi, V.Yu.Protasov, Regularity of non-stationary subdivision:
a matrix approach, Numerische Mathematik (2016), published online, DOI: 10.1007/s00211-
016-0809-y.

8. V.Yu.Protasov, The Euler binary partition function and subdivision schemes, Mathematics
of computation (2016), published online, DOI: 10.1090/mcom/3128

9. N.Guglielmi L.Laglia, and V.Yu.Protasov, Polytope Lyapunov functions for stable and for
stabilizable LSS, Foundations of Comput. Math. (2016), published online, DOI: 10.1007/s10208-
015-9301-9.

10. V.Yu.Protasov and A.S.Voynov, Matrix semigroups with constant spectral radius, to
appear in Linear Algebra Appl. (2016), arXiv:1407.6568.

11. E.A.Avksentiev and V.Yu.Protasov,Universal measure for Poncelet type theorems, submitted
to Transactions of the American Math. Soc., (2016) arXiv:1610.00276

12.A.Cicone, N.Guglielmi, and V.Yu.Protasov, Linear dynamical systems on graphs, submitted
to Journal Of The European Mathematical Society (2016), arXiv:1607.00415

13. A.Krivoshein, V.Protasov, and M.Skopina, Multivariate wavelet frames, to appear in
Springer (2016), 293 pp.

Ó÷àñòèå â êîíôåðåíöèÿõ è øêîëàõ

1. International Workshop �Optimization without Borders�, Les Houches, France, February
7�12, 2016.

(ïëåíàðíûé äîêëàä):: How to optimize the spectral radius of a matrix ?

2. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî àëãåáðå, àíàëèçó è ãåîìåòðèè, Êàçàíü, 26 èþíÿ � 2
èþëÿ 2016 ã.

(ïëåíàðíûé äîêëàä): Ñîâìåñòíûé ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ: êàê íàéòè è êàê ïðèìå-
íèòü?
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Ðàáîòà â íàó÷íûõ öåíòðàõ è ìåæäóíàðîäíûõ ãðóïïàõ

University of L'Aquila and Gran Sassa Institute (Àêâèëà, Èòàëèÿ), ìàðò 2016.
University of Wien (Âåíà, Àâñòðèÿ), èþëü 2016.
Hong Kong University of Science and Technology (Ãîíêîíã), ìàé 2016.

Ðàáîòà â ðåäêîëëåãèÿõ æóðíàëîâ

÷ëåí ðåäêîëëåãèè æóðíàëà �Ìàòåìàòè÷åñêèé Ñáîðíèê�

÷ëåí ðåäêîëëåãèè æóðíàëà �Êâàíò�

÷ëåí ðåäêîëëåãèè æóðíàëà �Applied Mathematics and Computation�
(èçäàòåëüñòâî Elsevier)

÷ëåí ðåäêîëëåãèè æóðíàëà �Analysis Mathematica� (èçäàòåëüñòâî Springer)

Îïïîíèðîâàíèå äèññåðòàöèé

Êàíäèäàòñêàÿ äèññåðòàöèÿ Ïåòðîâîé Å.À. (ÓðÃÓ, Åêàòåðèíáóðã), �Êîìáèíàòîðíûå
ñâîéñòâà áåñïîâòîðíûõ ÿçûêîâ�. Çàùèòà ñîñòîÿëàñü 25.05.2016 â äèññåðòàöèîííîì ñîâå-
òå ÏÎÌÈ ÐÀÍ (Ñò.Ïåòåðáóðã).

Ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü

Ïðåïîäàâàíèå.

Çàíÿòèÿ ñî ñòóäåíòàìè ïî êóðñó �Âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå è îïòèìàëüíîå
óïðàâëåíèå� (ÌÃÓ, ìåõ-ìàò)

Ëåêöèè è çàíÿòèÿ ñî ñòóäåíòàìè ïî êóðñó �Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ� (Ôàêóëü-
òåò êîìïüþòåðíûõ íàóê, Âûñøàÿ Øêîëà Ýêîíîìèêè)

Êóðñ �Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â ýêîíîìèêå� (ÌÃÓ, ìåõ-ìàò),
ñîâìåñòíî ñ Ê.Ñ.Ðþòèíûì è Ì.Ï.Çàïëåòèíûì.

Ñî-ðóêîâîäèòåëü äâóõ ñïåöñåìèíàðîâ íà ìåõ-ìàòå ÌÃÓ.

Êóðñ �Optimal Control�, Gran Sassa Institute, Àêâèëà (Èòàëèÿ).

Ìèíè-êóðñ �Ñèíóñîèäà è ôðàêòàë�, ËåòíÿÿØêîëà �Ñîâðåìåííàÿ Ìàòåìàòèêà�, Äóá-
íà, 19�28 èþëÿ 2015.

Ðàáîòà â æþðè Ãåîìåòðè÷åñêîé îëèìïèàäû èì. È.Ô.Øàðûãèíà.

Ó÷àñòèå â ïðîâåäåíèè ìåõ-ìàòîâñêîé ñòóäåí÷åñêîé îëèìïèàäû,
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à òàêæå îëèìïèàäû êàôåäðû ÎÏÓ �Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è�

Âûñòóïëåíèÿ ñ ëåêöèÿìè íà Ãåîìåòðè÷åñêîé îëèìïèàäå èì. È.Ô.Øàðûãèíà (Äóáíà,
29 èþëÿ � 1 àâãóñòà 2016) è â øêîëàõ.

Íàó÷íîå ðóêîâîäñòâî.

ðóêîâîäñòâî äèññåðòàöèÿìè:

Âîéíîâ Àíäðåé, ïîäãîòîâëåíà êàíäèäàòñêàÿ äèññåðòàöèÿ, çàùèòà � îêòÿáðü 2016.

ñòóäåíòû:

Ëàõòàíîâ Èâàí (ìåõ-ìàò ÌÃÓ, 5 êóðñ);
Êóçèí Ìèõàèë (ìåõ-ìàò ÌÃÓ, 5 êóðñ).

Ðàáîòà ñî øêîëüíèêàìè.

Ðóêîâîäèòåëü äèïëîìíîé ðàáîòû Ðîìàíà Êðóòîâñêîãî (øêîëà 1514, Ìîñêâà, 11 êë.).

Êðàòêèå èòîãè çà òðè ãîäà

Â 2014 � 2016 ãã. ÿ çàíèìàëñÿ çàäà÷àìè â ðàìêàõ çàÿâëåííîé òåìû ìîåãî ïðîåêòà
�Ëèíåéíûå ñèñòåìû c ïåðåêëþ÷åíèÿìè: êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè è ïðèëîæåíèÿ�. Çà âðå-
ìÿ ïðîåêòà ìíîþ îïóáëèêîâàíî 14 ðàáîò â íàó÷íûõ æóðíàëàõ, ïîäãîòîâëåíà ê ïå÷àòü
îäíà ìîíîãðàôèÿ, ñäåëàíî 8 ïëåíàðíûõ äîêëàäîâ íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ.
Îñíîâíûå öåëè, ïîñòàâëåííûå â 2013 ãîäó â çàÿâêå íà ïðîåêò, óäàëîñü äîñòè÷ü, õîòÿ
íåêîòðûå çàäà÷è îñòàëèñü íå ðåøåíû èëè ðåøåíû íå â ïîëíîì îáúåìå. Íèæå ìû ïðè-
âîäèì êðàòêèå ïîëîæåíèÿ èç ïëàíà èññëåäîâàíèÿ è ñðàâíèâàåì èõ ñ ôàêòè÷åñêèìè
ðåçóëüòàòàìè.

� Ìû ïëàíèðóåì îáîáùèòü ìåòîä èíâàðèàíòíûõ ìíîãîãðàííèêîâ íà íåïðåðûâíûå
ñèñòåìû.

Çàäà÷à ïîëîñòüþ ðåøåíà. Îáîáùåííûé ìåòîä ðàçðàáîòàí â ñòàòüå [9].

� Äëÿ ýòîãî íóæíî, â ÷àñòíîñòè, óìåòü ýôôåêòèâíî îöåíèâàòü äëèíó øàãà äèñ-
êðåòèçàöèè íåïðåðûâíîé ñèñòåìû. Ðåøåíèå èñïîëüçóåò íåðàâåíñòâà òèïà Ìàðêîâà-
Áåðíøòåéíà äëÿ ïîëèíîìîâ ïî ñèñòåìàì ýêñïîíåíò. Ìû ïðåäïîëàãàåì ïîëó÷èòü ðå-
øåíèå â îáùåì ñëó÷àå.

Â ðàáîòå [4] ïîëó÷åíî ðåøåíèå â ñëó÷àå ìàòðèö ñ äåéñòâèòåëüíûì ñïåêòðîì. Â îáùåì
ñëó÷àå çàäà÷à íå ðåøåíà.

�Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ñèñòåì ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 (ñòðåì-
ëåíèå ê íóëþ ïî÷òè âñåõ òðàåêòîðèé) íàìè ðàçðàáîòàí íîâûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ
ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö, óñèëåí ðÿä óòâåðæäåíèé òåîðåìû
Â.Îñåëåäöà äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ, à òàêæå äîêàçàíà ãèïîòåçà Æ.Êîýíà äëÿ íåîòðèöà-
òåëüíûõ ìàòðèö. ß íàäåþñü óñîâåðøåíñòâîâàòü ïîëó÷åííûé àëãîðèòì, èñïîëüçóÿ
ñîâðåìåííûå ìåòîäû âûïóêëîé îïòèìèçàöèè.
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Çàäà÷à íå ðåøåíà.

� Ïëàíèðóåòñÿ ïðèìåíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ê ïðèëîæåíèÿì: çàäà÷å, î ëî-
êàëüíîé ãëàäêîñòè èçâåñòíûõ âñïëåñê-ôóíêöèé (äåéñòâèòåëüíûé àíàëèç)

Ýòà è ñìåæíûå çàäà÷è ðåøåíû â ðàáîòàõ [2, 3, 7], à òàêæå â ìîíîãðàôèè [13] .

� ... îá àñèìïòîòèêå îáîáùåííîé ôóíêöèè ðàçáèåíèÿ Ýéëåðà (òåîðèÿ ÷èñåë)

Çàäà÷à ðåøåíà â ðàáîòå [8].

... è î ïðèìèòèâíîñòè ñåìåéñòâ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö.

Çàäà÷à ðåøåíà â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ À.Âîéíîâûì â 2015 ã.
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