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Íåêîòîðûå îòêðûòûå âîïðîñû â òåîðèè

ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè â ðàçìåðíîñòè òðè è âûøå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãîðàçäî ìåíåå èçó-
÷åííûé îáúåêò, ÷åì ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè â ðàçìåðíîñòè äâà. Â ñòàðøèõ ðàçìåðíîñòÿõ ìåòîäû
êîìïëåêñíîãî àíàëèçà óæå íå òàê ýôôåêòèâíû êàê â ðàçìåðíîñòè äâà, è íåò íóæíûõ êîíôîðìíûõ
îòîáðàæåíèé.

Íàó÷íûé ïðîåêò íàïðàâëåí íà ðåøåíèå âîïðîñà îá îöåíêå ãðàäèåíòà ÷àñòíîãî äâóõ ôóíêöèé,
ãàðìîíè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì øàðå è èìåþùèõ îáùåå ìíîæåñòî íóëåé. Çàäà÷à áûëà ïîñòàâëåíà
è ðåøåíà D.Mangoubi â ðàçìåðíîñòè äâà, â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì ñâîéñòâ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ìíîãîîáðàçèÿõ. Íà ïëîñêîñòè ëîêàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ íóëåâîãî ìíîæåñòâà
ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè õîðîøî èçâåñòíà. Â ñòàðøèõ ðàçìåðíîñòÿõ ñèòóàöèÿ óñëîæíÿåòñÿ. Èñ-
ïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè è àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû, â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ
Å.Ìàëèííèêîâîé óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ÷àñòíîå äâóõ òàêèõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ
âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé. Â ðàçìåðíîñòè òðè äîïîëíèòåëüíûå ðàññóæäåíèÿ, îñíî-
âàííûå íà ñòðóêòóðíîé òåîðåìå Ëîÿñåâè÷à, ïîêàçûâàþò, ÷òî ÷àñòíîå è âñå åãî ïðîèçâîäíûå äî-
ïóñêàþò îöåíêè, çàâèñÿùèå òîëüêî îò íóëåâîãî ìíîæåñòâà. Ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí
êàê îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà Ãàðíàêà. Âîïðîñ îá îöåíêàõ ÷àñòíîãî ãðàìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé è åãî ïðîèçâîäíûõ â ðàçìåðíîñòè áîëüøå òðåõ îòêðûò. Ïðîåêò ïðåäïîëàãàåò ðåøåíèå
ýòîé ïðîáëåìû ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîãî çàäåëà â ðàçìåðíîñòè òðè.

Â ðàáîòå D.Mangoubi áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè u è v - ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè â åäèíè÷íîì
äèñêå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ó êîòîðûõ îäíî è òîæå ìíîæåñòâî íóëåé Z, òî èõ îòíîøåíèå u/v -
ôóíêöèÿ êëàññà C1, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî supD1/2

|∇ log |u/v|| < C(Z), ãäå êîíñòàí-
òà C çàâèñèò òîëüêî îò Z. Ïðîåêò òàêæå ïðåäïîëàãàåò ðåøåíèå äâóìåðíîé ãèïîòåçû Mangoubi,
êîòîðàÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî C(Z) çàâèñèò òîëüêî îò êîëè÷åñòâà íîäàëüíûõ îáëàñòåé Z (êîëè÷åñòâà
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè äîïîëåíèÿ Z). Èñòèííîñòü ãèïîòåçû â ñòàðøèõ ðàçìåðíîñòÿõ ïîäâåðãàåòñÿ
ñîìíåíèþ.

Îãðîìíóþ ðîëü â êîìïëåêñíîì è ãàðìîíè÷åñêîì àíàëèçå èãðàåò òîò ôàêò, ÷òî äëÿ ëþáîé
ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè u äâóõ ïåðåìåííûõ log |∇u| åñòü ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Ýòî óòâåð-
æäåíèå ñòàíîâèòñÿ íåâåðíûì â ñòàðøèõ ðàçìåðíîñòÿõ, íî íåêîòîðûå åãî ñëåäñòâèÿ îñòàþòñÿ
âåðíûìè. Â ðàáîòå [2] À.Ëîãóíîâà áûë äîêàçàí ìíîãîìåðíûé ãàðìîíè÷åñêèé àíàëîã òåîðåìû
Ëåâèíñîíà î äâîéíîì ëîãàðèôìå. Òåîðåìà î äâîéíîì ëîãàðèôìå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèòåðèé
íîðìàëüíîñòè ñåìåéñòâà ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, íå ïðåâîñõîäÿùèõ ïî ìîäóëþ íåêîòîðîé ôèê-
ñèðîâàííîé ìàæîðàíòû, óäîâëåòâîðÿþùåé íåêîòîðîìó èíòåãðàëüíîìó óñëîâèþ. Ýòîò êðèòåðèé
íîðìàëüíîñòè áûë îáîáùåí íà ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè â ñòàðøèõ ðàçìåðíîñòÿõ. Ìû íàäååìñÿ,
÷òî èñïîëüçóåìûé ìåòîä â êîìáèíàöèè ñ òåîðåìîé îá èíäåêñå óäâîåíèÿ ïîìîãóò ðåøèòü âîïðîñ
îá îöåíêå ãðàäèåíòà ÷àñòíîãî ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ îáùèì ìíîæåñòâîì íóëåé.
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