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Ïóñòü çàäàíî äåéñòâèå ãðóïïû G íà ãëàäêîì çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè M . Â ýòîì
ñëó÷àå íà ôóíêöèÿõ íà M îïðåäåëÿåòñÿ êëàññ îïåðàòîðîâ, ðàâíûõ ëèíåéíîé êîìáè-
íàöèè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà M è îïåðàòîðîâ ñäâèãà u(x) 7→ u(g−1(x)),
g ∈ G âäîëü îðáèò äåéñòâèÿ ãðóïïû. Òàêèå îïåðàòîðû (áóäåì èõ íàçûâàòü G-îïåðàòî-
ðàìè) âîçíèêëè ïðè ñâåäåíèè êðàåâûõ çàäà÷ ñ íåëîêàëüíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè
íà ãðàíèöó îáëàñòè (Ò. Êàðëåìàí) è ïîçäíåå ñòàëè èãðàòü âàæíóþ ðîëü â íåêîììó-
òàòèâíîé ãåîìåòðèè (À. Êîíí, À. Ìîñêîâè÷è, Ä. Ëàíäè, Ä. Ïåððîò è äð.). Îòìåòèì,
÷òî G-îïåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî íåëîêàëüíûìè, ïîñêîëüêó îíè âêëþ÷àþò â
ñåáÿ îïåðàòîðû ñäâèãà è, â ÷àñòíîñòè, ïî ýòîé ïðè÷èíå èññëåäîâàíèå ýòèõ îïåðàòîðîâ
ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ.

Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ. Îñíîâíûå çàäà÷è, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ, ñîñòî-
ÿò â èññëåäîâàíèè óñëîâèé ôðåäãîëüìîâîñòè G-îïåðàòîðîâ è âû÷èñëåíèè èíäåêñà â
òîïîëîãè÷åñêèõ òåðìèíàõ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ áûë ðàçðàáîòàí (ñîâì. ñ Á.Þ.
Ñòåðíèíûì) ìåòîä ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíîé óíèôîðìèçàöèè. Ñóòü ýòîãî ìåòîäà ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òîáû ñâåñòè G-îïåðàòîð ê íåêîòîðîìó (ïñåâäî)äèôôåðåíöèàëüíîìó
îïåðàòîðó. Åñëè òàêîå ñâåäåíèå ïîñòðîåíî, òî èíäåêñ ìîæíî ïîäñ÷èòàòü, ïðèìåíÿÿ
ê ïîñëåäíåìó îïåðàòîðó êëàññè÷åñêóþ ôîðìóëó Àòüè�Çèíãåðà. Ýòîò ìåòîä óñïåøíî
ïðèìåíÿëñÿ íà ïðàêòèêå.

Âî-ïåðâûõ, äëÿ øèðîêîãî êëàññà äèñêðåòíûõ ãðóïï áûëà ïîëó÷åíà óíèôîðìèçà-
öèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì KK-òåîðèè Êàñïàðîâà, êîòîðàÿ ïîçâîëèëà äàòü ÿâíîå âûðà-
æåíèå äëÿ óíèôîðìèçîâàííîãî îïåðàòîðà. Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à î ïîëó÷åíèè ÿâíûõ
ôîðìóë èíäåêñà G-îïåðàòîðîâ â ñëó÷àå áåñêîíå÷íûõ ãðóïï äîëãîå âðåìÿ áûëà îòêðû-
òîé, òàê êàê îòñóòñòâîâàë âàæíåéøèé èíâàðèàíò â ôîðìóëå èíäåêñà � êëàññ Òîääà
G-ìíîãîîáðàçèÿ. Ýòîò êëàññ áûë íåäàâíî ïîñòðîåí êàê ýëåìåíò ïåðèîäè÷åñêèõ öèê-
ëè÷åñêèõ êîãîìîëîãèé íåêîòîðîé íåêîììóòàòèâíîé àëãåáðû, îòâå÷àþùåé äåéñòâèþ
ãðóïïû. Äëÿ ãðóïïû Z áûëà äàíà ôîðìóëà èíäåêñà.

Âî-âòîðûõ, áûëà ïðîâåäåíà óíèôîðìèçàöèÿ G-îïåðàòîðîâ â ñëó÷àå, êîãäà G �
êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ áûëà èññëåäîâàíà ôðåäãîëüìîâîñòü è
âû÷èñëåí èíäåêñ.

Â-òðåòüèõ, áûëè óíèôîðìèçîâàíû çàäà÷è Ñîáîëåâà ñ íåëîêàëüíûìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè, îïðåäåëÿåìûìè G-îïåðàòîðàìè (çàäà÷è Ñîáîëåâà � íåêîòîðûå çàäà÷è èç
òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â êîòîðûõ �ãðàíè÷íûå� óñëîâèÿ çàäàþòñÿ íà
ïîäìíîãîîáðàçèÿõ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè).

Ïðîåêò áóäóùèõ èññëåäîâàíèé. Ïëàíèðóåòñÿ óñòàíîâèòü ôîðìóëó èíäåêñà äëÿ
G-îïåðàòîðîâ, àññîöèèðîâàííûõ ñ íåèçîìåòðè÷åñêèì äåéñòâèåì äèñêðåòíûõ ãðóïï
(ïî êðàéíåé ìåðå, òèïà Zn, n ≥ 2). Ïëàíèðóåòñÿ òàêæå èññëåäîâàòü ðàçðåøèìîñòü
G-îïåðàòîðîâ â çàâèñèìîñòè îò ïîêàçàòåëÿ ãëàäêîñòè s ∈ R ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà,
â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ îïåðàòîð.

Ïëàíèðóåòñÿ èññëåäîâàòü òåîðèþ èíäåêñà G-îïåðàòîðîâ íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ îñî-
áåííîñòÿìè ñ äåéñòâèåì äèñêðåòíîé ãðóïïû G.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ íà÷àòü èññëåäîâàíèå G-îïåðàòîðîâ, â êîòîðûõ âìåñòî îïåðàòî-
ðîâ ñäâèãà ñòîÿò (áîëåå îáùèå) îïåðàòîðû ïðåäñòàâëåíèÿ äèñêðåòíîé ãðóïïû G â
èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðàõ Ôóðüå, äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé íà ãëàä-
êîì çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ îïðåäåëèòü ñèìâîë òàêèõ îïåðàòîðîâ,
óñòàíîâèòü òåîðåìó ôðåäãîëüìîâîñòè è ïîëó÷èòü ôîðìóëó èíäåêñà, ïî êðàéíåé ìåðå,
â ñëó÷àå êîíå÷íûõ ãðóïï G.
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