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Ïðîåêò îòíîñèòñÿ ê òåîðèè óñðåäíåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (ÄÎ).
Èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå ðåøåíèé çàäà÷ ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè êîýôôèöèåíòàìè. Êëàññè÷å-
ñêèé ðåçóëüòàò òåîðèè óñðåäíåíèÿ � ñõîäèìîñòü â ïðåäåëå ìàëîãî ïåðèîäà ðåøåíèé çàäà÷è
ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè êîýôôèöèåíòàìè ê ðåøåíèþ ýôôåêòèâíîé çàäà÷è ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè. Íàñ èíòåðåñóþò îïåðàòîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè â òåîðèè óñðåäíåíèÿ. Ýòî
ðåçóëüòàòû î ñõîäèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçðåøàþùèõ îïåðàòîðîâ (ðåçîëüâåíòû â ýëëèïòè-
÷åñêîì ñëó÷àå è îïåðàòîðíîé ýêñïîíåíòû � â ïàðàáîëè÷åñêîì) ïî îïåðàòîðíîé íîðìå. Èíòåðåñ
ê ðåçóëüòàòàì òàêîãî ðîäà âîçíèê ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ñåðèè ðàáîò Ì. Ø. Áèðìàíà è Ò. À. Ñóñ-
ëèíîé, ðàçðàáîòàâøèõ òåîðåòèêî-îïåðàòîðíûé (ñïåêòðàëüíûé) ïîäõîä ê çàäà÷àì óñðåäíåíèÿ.
Íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå îïèðàåòñÿ íà ýòîò ïîäõîä.

1. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ýòîì ãîäó

Ïóñòü Γ ⊂ Rd � ðåøåòêà, Ω � ÿ÷åéêà ðåøåòêè Γ. Äëÿ Γ-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé f èñïîëüçóåì
îáîçíà÷åíèå f ε(x) := f(ε−1x), ε > 0. Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé êëàññà
C1,1. Â ïðîñòðàíñòâå L2(O;Cn) ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòðè÷íûé ýëëèïòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàëüíûé
îïåðàòîð BD,ε âòîðîãî ïîðÿäêà, çàäàííûé âûðàæåíèåì

BD,ε = b(D)∗gε(x)b(D) +
d∑
j=1

(
aεj(x)Dj +Dja

ε
j(x)∗

)
+Qε(x)

ïðè óñëîâèè Äèðèõëå íà ãðàíèöå. Êîýôôèöèåíòû g, aj, Q ïåðèîäè÷íû îòíîñèòåëüíî ðåøåò-
êè Γ. Ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ g(x) ðàçìåðà m × m îãðàíè÷åíà è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
Îïåðàòîð b(D) èìååò âèä b(D) =

∑d
j=1 bjDj (ãäå bj � ïîñòîÿííûå (m × n)-ìàòðèöû), ïðè÷åì

m > n è rank b(ξ) = n ïðè 0 6= ξ ∈ Rd. Ìàòðè÷íûå êîýôôèöèåíòû aj è Q = Q∗ ïðèíàäëåæàò
ïîäõîäÿùèì Lp(Ω)-êëàññàì. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îïåðàòîð BD,ε ñèëüíî ýëëèïòè÷åí.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî BD,ε > 0.

Íàñ èíòåðåñóåò ïîâåäåíèå ïðè ìàëîì ε îáîáùåííîé ðåçîëüâåíòû (BD,ε − ζQε
0)−1, ãäå ζ ∈

C \ R+. Çäåñü Q0(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ îãðàíè÷åííàÿ è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà.

Òåîðåìà 1 ([MSu1]). Ïóñòü ζ = |ζ|eiφ ∈ C \ R+, |ζ| > 1. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε ñïðàâåä-
ëèâû àïïðîêñèìàöèè

‖(BD,ε − ζQε
0)−1 − (B0

D − ζQ0)−1‖L2(O)→L2(O) 6 C1(φ)ε|ζ|−1/2, (1)

‖(BD,ε − ζQε
0)−1 − (B0

D − ζQ0)−1 − εKD(ε; ζ)‖L2(O)→H1(O)

6 C2(φ)ε1/2|ζ|−1/4 + C3(φ)ε.
(2)

Çäåñü B0
D � ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, Q0 = |Ω|−1

∫
Ω
Q0(x) dx.

Îïåðàòîð KD(ε; ζ) � êîððåêòîð. Îí ñîäåðæèò áûñòðî îñöèëëèðóþùèå ìíîæèòåëè è ïîòîìó
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çàâèñèò îò ε. Ïðè ýòîì ‖KD(ε; ζ)‖L2→H1 = O(ε−1) äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ζ è ε → 0. Âåëè÷èíû
C1(φ), C2(φ) è C3(φ) äîïóñêàþò êîíòðîëü ÷åðåç äàííûå çàäà÷è è φ = arg ζ. Îöåíêè (1), (2)
ðàâíîìåðíû ïî óãëó φ â ëþáîé îáëàñòè âèäà {ζ ∈ C \ R+ : |ζ| > 1, φ0 6 φ 6 2π − φ0}, φ0 > 0.
Ò. å. â ýòîé îáëàñòè Cj(φ) 6 Cj(φ0), j = 1, 2, 3.

Ðåçóëüòàòû ïîäîáíîãî ñîðòà ïðèíÿòî íàçûâàòü îïåðàòîðíûìè îöåíêàìè ïîãðåøíîñòè â òåî-
ðèè óñðåäíåíèÿ. Ïðè ôèêñèðîâàííîì ζ îöåíêà (1) èìååò òî÷íûé ïîðÿäîê O(ε). Ïîðÿäîê îöåíêè
(2) õóæå èç-çà âëèÿíèÿ ãðàíèöû îáëàñòè. Êðîìå ðåçóëüòàòîâ òåîðåìû 1, ñïðàâåäëèâûõ ïðè
|ζ| > 1, ïîëó÷åíû òàêæå îöåíêè â áîëåå øèðîêîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà ζ, èìåþùèå
äðóãîå ïîâåäåíèå îòíîñèòåëüíî ζ. Ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ ê óñðåäíåíèþ ðåøåíèé ýëëèïòè÷å-
ñêèõ ñèñòåì.

Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ðåçóëüòàòîâ óñðåäíåíèÿ [MSu1] äëÿ îïåðà-
òîðà, äåéñòâóþùåãî âî âñåì ïðîñòðàíñòâå, ââåäåíèè ïîïðàâêè òèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è òùà-
òåëüíîé îöåíêå èíòåãðàëîâ ïî ε-îêðåñòíîñòè ∂O.

Ïîëó÷åíèå äâóõïàðàìåòðè÷åñêèõ (îòíîñèòåëüíî ε è ζ) îöåíîê íàöåëåíî íà ïðèëîæåíèÿ ê
ïàðàáîëè÷åñêèì çàäà÷àì.

2. Îïóáëèêîâàííûå è ïîäàííûå â ïå÷àòü ðàáîòû

Îïóáëèêîâàíû ðàáîòû [MSu1, MSu2], ïîäàííûå â ïå÷àòü äî òîãî, êàê ïðîåêò ïîëó÷èë ïîääåðæ-
êó. Ïîäãîòîâëåí ïðåïðèíò [MSu3].

3. Ó÷àñòèå â êîíôåðåíöèÿõ è øêîëàõ, äîêëàäû íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ

1. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è äèíàìè÷åñêèì ñèñòå-
ìàì (Ñóçäàëü, Ðîññèÿ, 8 � 12 èþëÿ 2016 ã.). (Óñòíûé äîêëàä.)

2. A trilateral German-Russian-Ukrainian summer school
”
Spectral Theory, Di�erential Equations

and Probability“ (Johannes Gutenberg Universit�at Mainz, Germany, September 4th � 15th
2016). (45-ìèíóòíûé óñòíûé äîêëàä.)

3. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ
”
XXVII Êðûìñêàÿ Ìàòåìàòè÷åñêàÿ Øêîëà-Ñèìïîçèóì ïî

ñïåêòðàëüíûì è ýâîëþöèîííûì çàäà÷àì“ (Áàòèëèìàí (Ëàñïè), Ðîññèÿ, 17 � 29 ñåíòÿáðÿ
2016 ã.). (Óñòíûé äîêëàä.)

4. Ñ.-Ïåòåðáóðãñêèé ñåìèíàð ïî äèíàìèêå, ÑÏáÃÓ, ëàáîðàòîðèÿ èì. Ï. Ë. ×åáûøåâà, Ñàíêò-
Ïåòåðáóðã, 10 îêòÿáðÿ 2016 ã.

5. Ñåìèíàð êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòå-
òà ÑÏáÃÓ, ÏÎÌÈ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 19 îêòÿáðÿ 2016 ã.

6. Research seminar
”
Asymptotics, Operators and Functionals“, University of Bath, Bath, United

Kingdom, 31 October 2016.

7. Mathematical Physics and Harmonic Analysis Seminar, Texas A&MUniversity, USA, 17 November
2016.

4. Ðàáîòà â íàó÷íûõ öåíòðàõ

Èíæåíåð-èññëåäîâàòåëü â ëàáîðàòîðèè èìåíè Ï. Ë. ×åáûøåâà, ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêèé ôà-
êóëüòåò, Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò.
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5. Ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü

Ñ ôåâðàëÿ 2016 ã. � ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêèõ è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî àêàäåìè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà � íàó÷íî-îáðàçîâàòåëüíîãî öåíòðà íàíî-
òåõíîëîãèé ÐÀÍ.
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