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1 Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

Âñå ðàññìàòðèâàåìûå ìíîãîîáðàçèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ íîðìàëüíûìè àëãåáðàè÷åñêè-

ìè ìíîãîîáðàçèÿìè íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåìK íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè.

Îñíîâíîé òåìîé èññëåäîâàíèé ÿâëÿþòñÿ ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ à��èííûõ ìíîãî-

îáðàçèé.

1.1 Èñòîðèÿ è ïðîáëåìàòèêà. Îïèñàíèå ãðóïï àâòîìîð�èçìîâ ìíîãîîáðàçèé

ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé, ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ êîòîðîé èñïîëüçóþòñÿ â ïåðâóþ

î÷åðåäü äëÿ èçó÷åíèÿ ñòðóêòóðû ìíîãîîáðàçèé, â òîì ÷èñëå ñ ýêâèâàðèàíòíîé òî÷êè

çðåíèÿ, ïîñòðîåíèÿ ìíîãîîáðàçèé ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè, à òàêæå ñëóæàò íåèñ÷åð-

ïàåìûì èñòî÷íèêîì ãðóïïîâûõ ñòðóêòóð, òàêèõ, êàê àìàëüãàìèðîâàííûå ïðîèçâå-

äåíèÿ, �óíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû ãðà�îâ ãðóïï è äðóãèå.

Ñîâðåìåííûå óñèëèÿ â èçó÷åíèè ãðóïï àâòîìîð�èçìîâ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè

ñêîíöåíòðèðîâàíû íà íàèáîëåå åñòåñòâåííûõ à��èííûõ ìíîãîîáðàçèÿõ - à��èí-

íûõ ïðîñòðàíñòâàõ. È åñëè â ñëó÷àå ðàçìåðíîñòè äâà ïîëíîå îïèñàíèå ïîëó÷åíî

áëàãîäàðÿ ðåçóëüòàòàì Õ. Þíãà è Ó. âàí äåð Êóëüêà, òî â ðàçìåðíîñòè òðè è âû-

øå óäà¼òñÿ ëèøü âûäâèãàòü îòäåëüíûå ãèïîòåçû. Òàê, íàïðèìåð, çíàìåíèòàÿ ãè-

ïîòåçà Ì.Íàãàòû 1972 ãîäà î ñóùåñòâîâàíèè àâòîìîð�èçìà òð¼õìåðíîãî à��èí-

íîãî ïðîñòðàíñòâà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ðó÷íûì, áûëà äîêàçàíà È.Ï.Øåñòàêîâûì è

Ó.Ó.Óìèðáàåâûì â 2004 ãîäó.

Èñêëþ÷èòåëüíàÿ ñëîæíîñòü óñòðîéñòâà ãðóïï àâòîìîð�èçìîâ à��èííûõ ìíî-

ãîîáðàçèé ïðèáëèæàåò èõ ê ãðóïïàì áèðàöèîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìíîãîîáðà-

çèé, â ÷àñòíîñòè, ê ãðóïïàì Êðåìîíû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êëþ÷åâûìè îáúåêòàìè áè-

ðàöèîíàëüíîé ãåîìåòðèè è ñëóæàò áîãàòûì èñòî÷íèêîì íåîæèäàííûõ è çíà÷èìûõ

îòêðûòèé. Äàííûìè âîïðîñàìè çàíèìàþòñÿ òàêèå ñïåöèàëèñòû, êàê È.Â.Äîëãà÷¼â,

Ñ.Êàíòà, Â.Ë.Ïîïîâ, Þ.�.Ïðîõîðîâ è äðóãèå, à òàêæå èõ ó÷åíèêè.

�ðóïïû àâòîìîð�èçìîâ, â îòëè÷èå îò ãðóïï Êðåìîíû, äîïóñêàþò ñòðóêòóðó èíä-

ìíîãîîáðàçèÿ - èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ, è òåì ñàìûì

îáëàäàþò äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííîé àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Ýòó ñòðóêòóðó âïåð-

âûå èçëîæèë È.�. Øà�àðåâè÷ â ñâîåé ëåêöèè â �èìå â 1965 ãîäó. Ïîçæå îí òàêæå

âûäâèíóë ðÿä óòâåðæäåíèé, õàðàêòåðèçóþùèõ èõ ñâîéñòâà. Õîòÿ â ïîñëåäíèå äâà-

äöàòü ëåò áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îíè âåðíû ëèøü ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæå-

íèÿõ, ñì. ðàáîòû Êóìàðà, Êàìáàÿøè, Õ. Êðà�òà, îäíàêî îíè ïîñëóæèëè òîë÷êîì

ê ñòàíîâëåíèþ òåîðèè èíä-ãðóïï è å¼ ïðèìåíåíèÿì ê ãðóïïàì àâòîìîð�èçìîâ. Â
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íåäàâíèõ ðàáîòàõ Õ.Êðà�òà è Æ.-Ô.Ôþðòåðà ïðåäïðèíèìàþòñÿ ïîïûòêè çàëîæèòü

îñíîâàíèÿ òåîðèè ãðóïï àâòîìîð�èçìîâ êàê òàêîâûõ, áåç ïðèâÿçêè ê êîíêðåòíîìó

ñåìåéñòâó ìíîãîîáðàçèé.

Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâîâàíèå ñòðóêòóðû èíä-ìíîãîîáðàçèÿ, ãðóïïû àâòî-

ìîð�èçìîâ, êàê ïðàâèëî, íå äîïóñêàþò ñòðóêòóðû èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà àëãåáðàè-

÷åñêèõ ïîäãðóïï. Îñíîâíîé öåëüþ íàøåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå âçàèìî-

ñâÿçè íàëè÷èÿ òàêîé ñòðóêòóðû è ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîãî-

îáðàçèÿ. Òàêæå ìû óñòàíàâëèâàåì ÿâíûé âèä ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ ïðè íàëè÷èè

òàêîé ñòðóêòóðû.

1.2 �ðóïïû àâòîìîð�èçìîâ à��èííûõ ïîâåðõíîñòåé. Ïåðâûì ýòàïîì íàøå-

ãî èññëåäîâàíèÿ ñëóæèò êëàññè�èêàöèÿ ãðóïï àâòîìîð�èçìîâ à��èííûõ ïîâåðõ-

íîñòåé â ñîàâòîðñòâå ñ Ì.�. Çàéäåíáåðãîì è Ñ. Êîâàëåíêî, ñì. [?℄. Îíà âêëþ÷àåò ñè-

ñòåìàòèçàöèþ èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ î ãðóïïàõ àâòîìîð�èçìîâ à��èííûõ ïîâåðõ-

íîñòåé. Âî-ïåðâûõ, ïåðå÷èñëåíû äåéñòâèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï íà ïîâåðõíîñòÿõ,

â îñîáåííîñòè ñ îòêðûòîé îðáèòîé. Âî-âòîðûõ, èçëîæåíî îïèñàíèå ïîâåðõíîñòåé ñ

ãðóïïîé àâòîìîð�èçìîâ íåíóëåâîãî ðàíãà, òî åñòü ñîäåðæàùèõ àëãåáðàè÷åñêèé òîð.

Îíî âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñïèñîê òîðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé è èõ ãðóïï àâòîìîð�èçìîâ,

à òàêæå ïðåäñòàâëåíèå Äîëãà÷¼âà�Ïèíêõýìà�Äåìàçþðà ïîâåðõíîñòåé ñ äåéñòâèåì

ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ. Â-òðåòüèõ, èçëîæåíî ñòðîåíèå ãðóïï àâòîìîð�èç-

ìîâ ïîâåðõíîñòåé �èçàòóëëèíà â òåðìèíàõ àìàëüãàìèðîâàííûõ ïðîèçâåäåíèé è �óí-

äàìåíòàëüíîé ãðóïïû ãðà�à ãðóïï, ãäå â êà÷åñòâå ãðóïï áåðóòñÿ ïîäãðóïïû àâòî-

ìîð�èçìîâ, ñîõðàíÿþùèõ äàííîå A1
-ðàññëîåíèå.

Äàëåå, à��èííûå ïîâåðõíîñòè äåëÿòñÿ íà òðè òèïà (ML
n
), n = 0, 1, 2, â ñîîò-

âåòñòâèè ñ èíâàðèàíòîì Ìàêàð�Ëèìàíîâà, òî åñòü äåéñòâèÿìè àääèòèâíîé ãðóïïû

ïîëÿ G
a
. Ïîâåðõíîñòè áåç G

a
-äåéñòâèé ïðèíàäëåæàò òèïó (ML2); ñ åäèíñòâåííûì

ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè G
a
-äåéñòâèåì èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ñ åäèíñòâåí-

íûì A1
-ðàññëîåíèåì íàä à��èííîé áàçîé, � òèïó (ML1); ïðî÷èå, òàêæå íàçûâàåìûå

ïîâåðõíîñòÿìè �èçàòóëëèíà � òèïó (ML0).
Íîâûé ðåçóëüòàò çàêëþ÷àåòñÿ â îïèñàíèè ãðóïï àâòîìîð�èçìîâ ïîâåðõíîñòåé

òèïîâ (ML1) è (ML2). Îñíîâíûì ïîäõîäîì ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå áèðàöèîíàëü-

íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîïîëíåíèé ïîâåðõíîñòåé â êîìáèíàòîðíûõ òåðìèíàõ. À èìåí-

íî, ïðè ïîïîëíåíèè ïîâåðõíîñòè ãðóïïà å¼ àâòîìîð�èçìîâ âêëàäûâàåòñÿ â ãðóïïó

áèðàöèîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîïîëíåíèÿ è ðàâíà ïîäãðóïïå, ñîõðàíÿþùåé ïî-

âåðõíîñòü è äåéñòâóþùåé íà íåé ðåãóëÿðíî. Òàêèå áèðàöèîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

äîïóñêàþò ðàçëîæåíèå Õèðîíàêè â öåïî÷êó ðàçäóòèé è ñòÿãèâàíèé òî÷åê íà áåñ-

êîíå÷íî óäàë¼ííîì äèâèçîðå. Ïðè ïåðåõîäå ê äâîéñòâåííîìó ïðåäñòàâëåíèþ òàêîå

ðàçëîæåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â öåïî÷êó êîìáèíàòîðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé êîíå÷íûõ âçâå-

øåííûõ ãðà�îâ.

Ýòà òåõíèêà, ââåä¼ííàÿ Â.È. Äàíèëîâûì è Ì.Õ. �èçàòóëëèíûì è èñïîëüçîâàâøà-

ÿñÿ Ä.Äýéãëåì, áûëà ðàçâèòà â ðàáîòàõ Ì.�.Çàéäåíáåðãà, Ø.Êàëèìàíà è Õ.Ôëåííåðà.

Â òî âðåìÿ êàê äëÿ ïîâåðõíîñòåé ñ àääèòèâíûìè äåéñòâèÿìè áèðàöèîíàëüíûå ïðå-

îáðàçîâàíèÿ ïîïîëíåíèÿ ïî êîìáèíàòîðíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì ãðà�îâ âîññòàíàâëè-

âàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî âûáîðà öåíòðîâ ðàçäóòèé, â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòåé áåç îíûõ

äåéñòâèé áèðàöèîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî

ðåãóëÿðíîãî àâòîìîð�èçìà ïîïîëíåíèÿ.
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Ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ïîäãðóïïà àâòîìîð�èçìîâ, ñîõðàíÿþùèõ äàííîå A
1
-ðàññëî-

åíèå, ñ òî÷íîñòüþ äî êîíå÷íîãî èíäåêñà ðàâíà ïîëóïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ áåñêîíå÷-

íîìåðíîé àáåëåâîé óíèïîòåíòíîé ãðóïïû, äåéñòâóþùåé ñäâèãàìè íà ñëîÿõ, è ìåòà-

áåëåâà ðàñøèðåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà ðàçìåðíîñòè ≤ 2. Äàííûé ðåçóëüòàò ïîçâî-
ëÿåò îïèñàòü ýëåìåíòû ãðà�îâ ãðóïï, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîâåðõíîñòÿì �èçàòóëëèíà,

à òàêæå äà¼ò èñ÷åðïûâàþùèé îòâåò î ñòðîåíèè ãðóïï àâòîìîð�èçìîâ ïîâåðõíîñòåé

òèïà (ML1). Â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåòñÿ òåõíèêà ïðîñòðàíñòâ äóã, ðÿäîâ Ïþèçî

è �îðìàëüíûõ îêðåñòíîñòåé.

Â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòåé òèïà (ML2) çàäà÷à îïèñàíèÿ ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâAutX
ïîâåðõíîñòè X ïîäðàçáèâàåòñÿ íà îïèñàíèå ñâÿçíîé êîìïîíåíòû Aut◦X è äèñêðåò-

íîãî �àêòîðà AutX/Aut◦X . Ìû äîêàçàëè, ÷òî ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ àëãåá-

ðàè÷åñêèì òîðîì ðàçìåðíîñòè ≤ 2, íå èñïîëüçóÿ äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ î

ëîã-Êîäàèðîâîé ðàçìåðíîñòè èëè ñâÿçíîé êîìïîíåíòå. Òàêæå ìû ïîëó÷èëè ïîëíîå

îïèñàíèå äèñêðåòíîãî �àêòîðà â òåðìèíàõ äâîéñòâåííîãî ãðà�à ê ãðàíè÷íîìó äèâè-

çîðó êîìïàêòè�èêàöèè ïîâåðõíîñòè è ïðîäåìîíñòðîâàëè åãî âçàèìîñâÿçü ñ ãðóïïîé

Òîìïñîíà. Òåì ñàìûì, ìû çàâåðøèëè êëàññè�èêàöèþ ãðóïï àâòîìîð�èçìîâ à��èí-

íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé.

1.3 �ðóïïû àâòîìîð�èçìîâ, ñîñòîÿùèå èç àëãåáðàè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ. �å-

çóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ à��èííûõ ïîâåðõíîñòåé, ïîçâîëèëè âûäâèíóòü ñëåäóþ-

ùóþ ãèïîòåçó: ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ à��èííîãî ìíîãîîáðà-

çèÿ ÿâëÿåòñÿ èíäóêòèâíûì ïðåäåëîì àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäãðóïï òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ìíîãîîáðàçèå äîïóñêàåò ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè íå áîëåå îäíîãî G
a
-

äåéñòâèÿ.

Òåì ñàìûì ìû ïðåäëàãàåì ïðîâåñòè ñëåäóþùóþ ãðàíèöó ñëîæíîñòè ãðóïï àâòî-

ìîð�èçìîâ: íàëè÷èå äâóõ íåêîììóòèðóþùèõ óíèïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ. Ýòî ïîçâî-

ëèò çàëîæèòü îñíîâó äëÿ áóäóùåé êëàññè�èêàöèè ãðóïï àâòîìîð�èçìîâ à��èííûõ

ìíîãîîáðàçèé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.

Àâòîìîð�èçì íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè ïîðîæä¼ííàÿ èì ïîäãðóïïà ëå-

æèò â àëãåáðàè÷åñêîì ïîäìíîæåñòâå èëè, ýêâèâàëåíòíî, äàííûé àâòîìîð�èçì ëå-

æèò â àëãåáðàè÷åñêîé ïîäãðóïïå. Îáùåèçâåñòíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè óíèïîòåíòíîãî

ýëåìåíòà ãðóïïà àâòîìîð�èçìîâ à��èííîãî ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè ≥ 2 áåñêî-

íå÷íîìåðíà. Âûäâèíóòàÿ íàìè ãèïîòåçà âëå÷¼ò òàêèå ñëåäñòâèÿ:

• Ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïîé

(òî åñòü êîíå÷íîìåðíà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íå ñîäåðæèò óíèïîòåíò-

íûõ ýëåìåíòîâ.

• Ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ñîñòîèò èç àëãåáðàè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà óíèïîòåíòíûå ýëåìåíòû îáðàçóþò êîììóòàòèâíóþ ïîäãðóïïó.

Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ À. �åãåòîé ìû óñèëèëè äàííóþ ãèïîòåçó äî ïðåäïîëîæåíèÿ

îá ýêâèâàëåíòíîñòè ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ ñîñòîèò èç àëãåáðàè÷åñêèõ ýëåìåí-

òîâ;

2. îíà ðàâíà èíäóêòèâíîìó ïðåäåëó àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäãðóïï;

3



3. îíà ðàâíà ïîëóïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà è àáåëåâîé óíè-

ïîòåíòíîé ãðóïïû;

4. êàñàòåëüíàÿ àëãåáðà ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ ñîñòîèò èç ëîêàëüíî êîíå÷íûõ

ýëåìåíòîâ;

5. ïîäãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ óíèïîòåíòíûìè ýëåìåíòàìè, êîììóòàòèâíà.

Íàì óäàëîñü äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé 2�4, à òàêæå, ÷òî óñëîâèå 5 ñëåäó-

åò èç ëþáîãî èç ïðåäûäóùèõ. Íàïîìíèì, ÷òî â ðàçìåðíîñòè ≤ 2 ýêâèâàëåíòíîñòü

óñëîâèé 1�5 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ðåçóëüòàòîâ, îïèñàííûõ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

Â ñëó÷àå, êîãäà âñå óíèïîòåíòíûå ýëåìåíòû ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ êîììóòè-

ðóþò ìåæäó ñîáîé, ìû îïèðàåìñÿ íà òåîðèþ èíä-ãðóïï, â ÷àñòíîñòè, íà íåäàâíèå

ðåçóëüòàòû Õ. Êðà�òà è Æ.-Ô. Ôþðòåðà, à òàêæå íà ìåòîä ãðàäóèðîâàííûõ äè�-

�åðåíöèðîâàíèé Ì.�. Çàéäåíáåðãà è Õ. Ôëåííåðà. Äàííûé ìåòîä, íåñìîòðÿ íà îò-

íîñèòåëüíóþ ïðîñòîòó, ïîçâîëÿåò îõàðàêòåðèçîâàòü ñòðîåíèå àëãåáðû äè��åðåíöè-

ðîâàíèé â èññëåäóåìîì ñëó÷àå.

Ñ ïîìîùüþ äàííîãî ìåòîäà ó íàñ ïîëó÷èëîñü èçâëå÷ü ïîëíóþ èí�îðìàöèþ î

ñòðîåíèè ïîäìíîæåñòâà ëîêàëüíî êîíå÷íûõ äè��åðåíöèðîâàíèé, è ïåðåéòè ê ñòðóê-

òóðå ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ, îïèðàÿñü íà òåîðèþ èíä-ãðóïï è âçàèìîñâÿçü èíä-

ãðóïïû è å¼ êàñàòåëüíîé àëãåáðû. À èìåííî, êàñàòåëüíàÿ àëãåáðà ãðóïïû àâòîìîð-

�èçìîâ êàê èíä-ãðóïïû ëåæèò â àëãåáðå äè��åðåíöèðîâàíèé è îòîáðàæàåòñÿ â àë-

ãåáðó àëãåáðàè÷åñêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ìíîãîîáðàçèè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñâÿçíàÿ

êîìïîíåíòà ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ ñîñòîèò èç àëãåáðàè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà å¼ îáðàç ñîñòîèò èç ëîêàëüíî êîíå÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé.

Ìû èñïîëüçóåì äàííûé �àêò äëÿ ïðîâåðêè òîãî, ÷òî ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ðàâíà

èíäóêòèâíîìó ïðåäåëó àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäãðóïï. Â äàííîì ñëó÷àå, äëÿ òîãî, ÷òîáû

âûðàçèòü å¼ ñòðóêòóðó êàê ïîëóïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ â óñëîâèè 3, ìû ïîëüçóåìñÿ

ñòðóêòóðíîé òåîðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï.

Èìåÿ æå äâà íåêîììóòèðóþùèõ óíèïîòåíòíûõ ýëåìåíòà, ìû ïðåäúÿâëÿåì ïàðó

ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ëîêàëüíî êîíå÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà èññëåäóåìîì ìíîãî-

îáðàçèè. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ëîêàëüíîãî àíàëèçà ìû ïîñòðîèëè ïîäàëãåáðó â êà-

ñàòåëüíîé àëãåáðå ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ ñ äîñòàòî÷íî áîãàòîé ñòðóêòóðîé è èç-

âëåêëè ðÿä ñâîéñòâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ñëîæíîñòü ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ â äàííîì

ñëó÷àå, òàêèõ êàê íàëè÷èå íåàëãåáðàè÷åñêîãî ýëåìåíòà. Â ÷àñòíîñòè, ìû îïèðàëèñü

íà ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíûìè äè��åðåíöèðîâàíèÿìè, îäíîïà-

ðàìåòðè÷åñêèìè óíèïîòåíòíûìè ãðóïïàìè àâòîìîð�èçìîâ è âåêòîðíûìè ïîëÿìè íà

ìíîãîîáðàçèè.

1.4 Ñ�åðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ. Äîïîëíåíà ñîâìåñòíîé ðàáîòà ñ Ê. Ëàíãëóà

1

.

Â íåé èçó÷àþòñÿ íîðìàëèçîâàííûå G
a
-äåéñòâèÿ íà ñ�åðè÷åñêèõ G-ìíîãîîáðàçèÿõ,

ãäå G � ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà ðàíãà 1. Ïóñòü B ⊂ G � ìàêñèìàëüíàÿ ðàçðåøèìàÿ

ïîäãðóïïà, èëè ïîäãðóïïà Áîðåëÿ, T ⊂ B � ìàêñèìàëüíûé òîð, à X � íîðìàëüíîå

à��èííîå ìíîãîîáðàçèå, ñíàáæ¼ííîå ý��åêòèâíûì G-äåéñòâèåì. Íàïîìíèì, ÷òî X
íàçûâàåòñÿ G-ñ�åðè÷åñêèì, åñëè ïîäãðóïïà B äåéñòâóåò ñ îòêðûòîé îðáèòîé íà X .

Òåîðèÿ Ëóíû�Âþñòà îïèñûâàåò òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ ïðè ïîìîùè êîìáèíàòîðíûõ

îáúåêòîâ, îïðåäåëÿåìûõ ñòðóêòóðîé îòêðûòîé G-îðáèòû.

1

K. Langlois, A. Perepe
hko. Demazure roots and spheri
al varieties: the example of horizontal SL(2)-
a
tions, arXiv:1406.5744.
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Â ðàáîòå óñòàíîâëåíî ñîîòâåòñòâèå â òåðìèíàõ òåîðèè Ëóíû�Âþñòà ìåæäó êëàñ-

ñàìè ýêâèâàëåíòíîñòè G-íîðìàëèçîâàííûõ G
a
-äåéñòâèé íà X è êâàçèà��èííûìè

îäíîðîäíûìè ïðîñòðàíñòâàìè, íàäåë¼ííûìè äåéñòâèåì ïîëóïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé

G
a
⋊G è ÿâëÿþùèõñÿ G-ñ�åðè÷åñêèìè, ïðè÷¼ì äîïîëíåíèå ê îòêðûòîé G-îðáèòå â

íèõ ëèáî ïóñòî, ëèáî ÿâëÿåòñÿ G-îðáèòîé êîðàçìåðíîñòè îäèí.

Äîïîëíåíèå ñîñòîèò â ïîëíîì îïèñàíèè âñåõ à��èííûõ îäíîðîäíûõ G-ñ�åðè-
÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Îíî áûëî ïðîâåäåíî êàê â òåðìèíàõ òåîðèè Ëóíû�Âþñòà ñ

âû÷èñëåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ, òàê è â òåðìèíàõ ïîëèýä-

ðàëüíûõ äèâèçîðîâ, òî åñòü êàê T -ìíîãîîáðàçèÿ ñëîæíîñòè îäèí ñîãëàñíî òåîðèè

Àëüìàííà�Õàóçåíà.

1.5 �èáêèå êîíóñû íàä ìíîãîîáðàçèÿìè, ïîêðûòûìè ãèáêèìè êàðòàìè.

Ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ ãèáêèì, åñëè êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê íåìó â ïðîèç-

âîëüíîé ãëàäêîé òî÷êå ïîðîæäàåòñÿ êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè ê îðáèòàìG
a
-äåéñòâèé

àääèòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ G
a

= G
a
(K). Ýòî ýêâèâàëåíòíî áåñêîíå÷íîé òðàíçèòèâíî-

ñòè äåéñòâèÿ ïîäãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ, ïîðîæä¼ííîé G
a
-äåéñòâèÿìè, íà ïîäìíî-

æåñòâå ãëàäêèõ òî÷åê

2

.

Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Õåíäðèêîì Çþññîì è Ìàòåóøåì Ìèõàëåêîì [1℄ ìû äîêà-

çûâàåì ãèáêîñòü ñëåäóþùèõ ñåìåéñòâ ìíîãîîáðàçèé:

1. à��èííûå êîíóñû íàä ìíîãîîáðàçèÿìè ñåêóùèõ âëîæåíèé Âåðîíåçå�Ñåãðå;

2. à��èííûå êîíóñû íàä ðÿäîì òð¼õìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî;

3. òîòàëüíûå êîîðäèíàòíûå ïðîñòðàíñòâà (ò.å. ñïåêòð êîëüöà Êîêñà) ãëàäêèõ ïî-

âåðõíîñòåé äåëü Ïåööî;

4. òîòàëüíûå êîîðäèíàòíûå ïðîñòðàíñòâà ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ Ò-ìíîãîîáðàçèé

ñëîæíîñòè îäèí.

Äëÿ ïðîâåðêè ãèáêîñòè â ïåðâûõ òð¼õ ñëó÷àÿõ ìû ïîñòðîèëè ïîêðûòèå áàçîâûõ

ìíîãîîáðàçèé ãèáêèìè à��èííûìè êàðòàìè è äîêàçàëè ïðèçíàê ãèáêîñòè à��èí-

íîãî êîíóñà íàä òàêèì ïîêðûòèåì. Â ïîñëåäíåì æå ñëó÷àå ãèáêîñòü ïðîâåðÿëàñü

ïîñòðîåíèåì äîñòàòî÷íîãî ÷èñëà òðàíñâåðñàëüíûõ G
a
-äåéñòâèé.

1.6 Àëãîðèòì Âèíáåðãà. �èïåðáîëè÷åñêàÿ ðåø¼òêà, òî åñòü ðåø¼òêà ñèãíàòóðû

(n, 1) â (n + 1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, íàçûâàåòñÿ ðå�ëåêòèâíîé, åñëè ïîäãðóïïà å¼

ñèììåòðèé, ïîðîæä¼ííàÿ îòðàæåíèÿìè, èìååò êîíå÷íûé èíäåêñ. Îíè ñóùåñòâóþò

òîëüêî ïðè n < 22, è âñåãî òàêèõ ðåø¼òîê êîíå÷íîå ÷èñëî, îäíàêî çàäà÷à êëàññè�è-

êàöèè ïîëíîñòüþ ðåøåíà ëèøü ïðè n = 2. Â 1972 ãîäó Ý.Á. Âèíáåðãîì áûë ïðåä-

ñòàâëåí àëãîðèòì, äëÿ äàííîé ðå�ëåêòèâíîé ðåø¼òêè ïîñëåäîâàòåëüíî âûâîäÿùèé

ãðàíè �óíäàìåíòàëüíîãî ìíîãîãðàííèêà ãðóïïû, ïîðîæä¼ííîé îòðàæåíèÿìè.

Ñîâìåñòíî ñ Í.Â. Áîãà÷¼âûì ìû ïðåäñòàâèëè ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ

3

àëãî-

ðèòìà Âèíáåðãà. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ðåàëèçàöèé, îíà ïðèíèìàåò ãèïåðáîëè-

÷åñêèå ðåø¼òêè ïðîèçâîëüíîãî âèäà. Ïðîãðàììà áûëà ïðîòåñòèðîâàíà íà áîëüøîì

êîëè÷åñòâå ãèïåðáîëè÷åñêèõ ðåø¼òîê, â òîì ÷èñëå áûëè íàéäåíû íîâûå ðå�ëåêòèâ-

íûå ãèïåðáîëè÷åñêèå ðåø¼òêè.

2

I.V. Arzhantsev, H. Flenner, S. Kaliman, F. Kutzs
hebau
h, and M. Zaidenberg, Flexible varieties

and automorphism groups, Duke Math. J. 162 (2013), no. 4, 767�823.

3

https://github.
om/aperep/vinberg-algorithm, DOI:10.5281/zenodo.1098448.
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òóòå Ôóðüå, �ðåíîáëü, Ôðàíöèÿ. �åçóëüòàòû ñîäåðæàòñÿ â âûøåèçëîæåííûõ.

Òàêæå ïðîäîëæåíà ðàáîòà íàä ïðåïðèíòîì î ãðóïïàõ àâòîìîð�èçìîâ ïîâåðõ-

íîñòåé áåç G
a
-äåéñòâèé.

5 Ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü

2015 Ïðîâåäåíû ìèíè-êóðñû äëÿ ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ îá àâòîìîð�èçìàõ à��èí-

íûõ ïîâåðõíîñòåé â Èññëåäîâàòåëüñêîé ëàáîðàòîðèè èìåíè Ï.Ë. ×åáûø¼âà,

Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, à òàêæå â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè èìåíè C.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ

�ÀÍ, Íîâîñèáèðñê.

2016 Ïðîâåä¼í ìèíè-êóðñ äëÿ ñòóäåíòîâ Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî �àêóëüòåòà Ì�Ó

ïî òåìå ¾�ðóïïû àâòîìîð�èçìîâ à��èííûõ ìíîãîîáðàçèé, ñîñòîÿùèå èç àë-

ãåáðàè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ¿.

2017 �óêîâîäñòâî ïðàêòèêîé ñòóäåíòà Ìåõìàòà Ì�Ó ïî òåìå ¾Àääèòèâíûå äåéñòâèÿ

íà âçâåøåííûõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ¿.

2017 Ïðîâåäåíû êóðñû äëÿ ñòóäåíòîâ â ðàìêàõ áàêàëàâðèàòà ÔÈÂÒ ÌÔÒÈ: îáÿçà-

òåëüíûå ñåìèíàðû ïî ïðåäìåòàì ¾Äèñêðåòíûé àíàëèç¿ è ¾�åîìåòðèÿ â êîì-

ïüþòåðíûõ ïðèëîæåíèÿõ¿, à òàêæå ñïåöñåìèíàð ¾�åîìåòðèè è ãðóïïû ïðåîá-

ðàçîâàíèé¿.

6 Ñðàâíåíèå ñ ïåðâîíà÷àëüíîé çàÿâêîé

Ñîâìåñòíàÿ ðàáîòà (1.5) ñ Õ. Çþññîì è Ì. Ìèõàëåêîì áûëà óñïåøíî îêîí÷åíà çà

âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà, ïðè ýòîì ïðèçíàê ãèáêîñòè êîíóñîâ áûë ñóùåñòâåííî

óñèëåí, à òåõíèêà, èñïîëüçîâàííàÿ äëÿ îïèñàíèÿ ìíîãîîáðàçèé ñå÷åíèé, èçëîæåíà

â àäàïòèðîâàííîì âèäå, íå òðåáóþùåì óçêîñïåöèàëüíûõ çíàíèé. Ýòî ñäåëàíî ñâåðõ

çàÿâêè.

Ñîâìåñòíûå ïðîåêòû ñ Ê. Ëàíãëóà íå áûëè ðàçâèòû äàëåå íà÷àëüíîãî ýòàïà (1.4)

� èçó÷åíèÿ è ïðåäñòàâëåíèÿ â êîìáèíàòîðíîì âèäå ìíîæåñòâà íîðìàëèçóåìûõ G
a
-

äåéñòâèé íà G-ñ�åðè÷åñêèõ à��èííûõ ìíîãîîáðàçèÿõ äëÿ ðåäóêòèâíûõ ãðóïï G
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ðàíãà 1. Îñíîâíîé ïðè÷èíîé ïîñëóæèëà âûñîêàÿ òåõíè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü äîêàçà-

òåëüñòâ è ïðàêòè÷åñêàÿ íåâîçìîæíîñòü èõ îáîáùåíèÿ íà ãðóïïû áîëüøåãî ðàíãà.

Îñíîâíàÿ öåëü ïðîåêòà � êëàññè�èêàöèÿ ãðóïï àâòîìîð�èçìîâ â çàâèñèìîñòè îò

íàëè÷èÿ G
a
-äåéñòâèé � ðåàëèçîâàíà â îáú¼ìå, ñóùåñòâåííî ïðåâûøàþùåì çàÿâëåí-

íûé. À èìåííî, ïîìèìî êëàññè�èêàöèè ãðóïï àâòîìîð�èçìîâ â ñëó÷àå à��èííûõ

ïîâåðõíîñòåé (1.2) óäàëîñü íàéòè ïîäõîä ê ñëó÷àþ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè (1.3):

ñ�îðìóëèðîâàòü ãèïîòåçó êëàññè�èêàöèè, ïðîäâèíóòüñÿ â å¼ äîêàçàòåëüñòâå è îïè-

ñàòü ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ îäíîãî èç êëàññîâ ìíîãîîáðàçèé. �åçóëüòàòû î�îðìëÿ-

þòñÿ â âèäå ñîâìåñòíûõ ñòàòåé.

Íàêîíåö, ñâåðõ çàÿâêè áûë ðåàëèçîâàí àëãîðèòì Âèíáåðãà (1.6). Ïðîãðàììà óæå

èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîèñêà ðå�ëåêòèâíûõ ðåø¼òîê.
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