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1 Результаты за отчетный период
OBDD системы доказательств. OBDD [Bry85] — ветвящиеся программы, где на
каждом пути от корня до листа переменные встречаются в заранее фиксированном
порядке. Начиная с 1990 года подходы, основанные на OBDD, начинают активно
применяться для решения задачи выполнимости булевых формул [US94, PV05].

Атсериасом, Колаитисом и Варди [AKV04] была рассмотрена система доказа-
тельств, основанная на OBDD. В работы в данной системе мы должны выбрать
некоторый порядок π и закодировать клозы исходной формулы в виде OBDD[π].
Доказательством является последовательность π-OBDD, где в последняя OBDD ко-
дирует тождественно нулевую функцию, а на каждом шаге мы применяем одно из
следующих правил:

• join или ∧ мы выводим конъюнкцию двух уже выведенных OBDD;

• weakening мы выводим OBDD, которая семантически следует из выведенной
ранее OBDD.

Мы будем обозначать такие системы OBDD(∧,weakening). Крайчек [Kra08] до-
казал первые экспоненциальные нижние оценки на данную систему доказательств.

В работе [BIKS17] мы построили короткое доказательство формул Clique-Coloring
в системе OBDD(∧,weakening), и как следствие, мы показали, что система CP не
моделирует систему OBDD(∧,weakening) и более того, OBDD(∧,weakening) стро-
го сильнее CP∗. Существование короткого доказательства данной формулы влечет
отсутствие свойства эффективной монотонной интерполяции, однако техника интер-
поляции все равно помогает доказать нижние оценки.

Интересной подсистемой OBDD(∧,weakening) является система, в которой мож-
но пользоваться только правилом объединения. Тверетина и др. [TSZ09] доказали
нижнюю оценку на размер доказательства PHPn+ 1n в системе OBDD(∧) и тот факт,
что OBDD(∧) не моделирует резолюционную систему. В нашей работе [BIKS17] мы
доказали, что обратное моделирование также невозможно, более того CP не моде-
лирует OBDD(∧).

Ярвисало [Jär11] доказал, что система OBDD(∧) не моделирует древесную резо-
люцию. Также, в работе [Jär11] отмечено, что существует такая формула, что любое
древесное резолюционное доказательство имеет экспоненциальный размер, но суще-
ствует OBDD(∧) доказательство данной формулы полиномиального размера. К со-
жалению, аргументы в указанной работе содержат ошибку. В нашей работе [BIKS17]
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мы исправили доказательство и доказали более сильный результат: существует та-
кая формула, что в некотором порядке любое OBDD(∧,weakening) доказательство
имеет суперполиномиальный размер, но существует полиномиальное OBDD(∧) до-
казательство в другом порядке.

В работе [BIKS17] мы также закрыли вопрос, поставленный нами ранее в рабо-
те [IKRS17] и показали, что система OBDD(∧,weakening, reordering) строго сильнее
системы доказательств OBDD(∧,weakening).

Коммуникационные протоколы на графах. В 1990 году Карчмер и Вигдерсон
[KW90] рассмотрели следующую коммуникационную задачу Bit: Алиса получает на
вход точку u из множества U ⊆ {0, 1}n, а Боб точку v из множества V ⊆ {0, 1}n,
причем U ∩ V = ∅, их цель найти такой индекс i, что ui 6= vi. Также была рас-
смотрена монотонная версия данной задачи MonBit, где цель Алицы и Боба найти
такой индекс i, что ui = 1 и vi = 0. В работе [KW90] Карчмер и Вигдерсон доказали
следующую теорему: для любой (монотонной) функции f существует (монотонная)
булева формула размера S тогда и только тогда, когда существует коммуникацион-
ный протокол размера S для задачи Bit (MonBit), где U = f−1(1) и V = f−1(0).

В работе [Sok17] мы рассмотрели обобщение понятия коммуникационный про-
токолов на случай графов (классический коммуникационный протокол может быть
описан деревом, где в листьях находятся ответы, а внутренние вершины помече-
ны игроком, который делает текущий ход). Определение данных протоколов тесно
связано с PLS играми, описанными в работах [Raz95, Pud10]. Мы показали, что
для любой коммуникационной задачи существует коммуникационный протокол на
графах размера S тогда и только тогда, когда для этой задачи существует PLS иг-
ра размера Θ(S). Мы также предъявили простое доказательство усиления теоремы
Карчмера–Вигдерсона на случай графовых коммуникационных протоколов и и бу-
левых схем.

Второй важной коммуникационной задачей является каноническая задача поиска
Searchϕ для некоторой невыполнимой КНФ формулы ϕ(x, y): Алиса получает на
вход значение переменных x, Боб получает на вход значение переменных y, их цель
найти клоз формулы ϕ, который не выполнен их совместной подстановкой. Нижние
оценки на данную коммуникационную задачу позволяют доказывать нижние оценки
на древовидные версии различных систем доказательств [BPS07], при этом данная
задача достаточно хорошо изучена и получены достаточно сильные нижние оценки
на классические коммуникационные протоколы для нее [BPS07, HN12, GP14].

В работе [Sok17] мы рассмотрели обобщение коммуникационных протоколов на
графах — вещественные коммуникационные протоколы на графах (аналог класси-
ческих вещественных коммуникационных протоколов [Kra98]). Мы доказали аналог
теоремы Крайчека: если существует короткое доказательство формулы ϕ в системе
Cutting Planes, то существует короткий вещественный коммуникационный прото-
кол для задачи Searchϕ. Также мы применили технику бутылочного горлышка из
работы [HC99] для доказательства нижних оценок на вещественные коммуникаци-
онные протоколы для задачи Searchϕ, как следствие были получены новые нижние
оценки на вещественные монотонные схемы. Также при помощи данной техники на-
ми были доказаны нижние оценки на обобщение системы доказательств CP — так
называемую систему random Cutting Planes.
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В работе [GGKS17] нами были доказаны новые нижние оценки на веществен-
ные коммуникационные игры на графах. Как следствие был получен следующий
результат: пусть минимальная ширина резолюционного доказательства формулы ϕ
равна w, тогда минимальный размер доказательства формулы ϕ ◦ Indn256 в систе-
ме CP равен nΩ(w). Данная техника является второй техникой для доказательства
нижних оценок в системе Cutting Planes, при этом, в отличие от предыдущей тех-
ники [GGKS17], нам удалось доказать нижнюю оценку для очень большого класса
формул, что частично или полностью дает ответ на вопрос из книги Юкны [Juk12].

Коммуникационная модель на графах легко обобщается на более сложные систе-
мы доказательств, однако, нижние оценки на модели пока не доказаны (например
на коммуникационной модели, описывающей систему Res(⊕)).
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2 Преподавательская деятельность
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3 Участие в конференциях и школах
1. Workshop on Complexity of Computation, Communication, Descriptions and Proofs.

Moscow, Russia 2017. Higher School of Economics. Докладчик.

2. Swedish Summer School in Computer Science 2017. Stockholm, Sweden 2017. KTH
Royal Institute of Technology. Участник.

3. The 12th International Computer Science Symposium in Russia. Kazan, Russia
2017. Докладчик.

4. Workshop “Proof Complexity and Beyond”. Oberwolfach, Germany 2017. Участ-
ник.

4 Сравнение с заявкой
Задачи, указанные в заявке.

1. Теорема о компромиссе между памятью и размером доказательства была успеш-
но доказана для системы Res(⊕) (старое название Reslin).

2. Оценки на память в системе доказательств Res(⊕) по прежнему являются от-
крытым вопросом.

Результаты, полученные в совместных в соавторами работах, по темам смежным
с темой заявки.

1. Описание коммуникационных протоколов на графах.

2. Доказательство нижних оценок на коммуникационные протоколы на графах
методом «бутылочного горлышка».

3. Перенос нижних оценок с резолюционной системы доказательств на CP и мо-
нотонные булевы схемы.

4. Доказательство нижних оценок на OBDD(∧) систему доказательств.

5. Разделение различных вариантов OBDD систем доказательств.

6. Доказательство нижних оценок на алгоритмы для решения задачи выполни-
мости, основанные на OBDD.

7. Доказательство нижних оценок на размер доказательств в резолюционной си-
стеме для формул, кодирующих существование совершенного паросочетания в
двудольно графе.

Результаты, полученные в совместных в соавторами работах, по другим темам.

1. Усиление теорема Тода и описание промис иерархии (аналог полиномиальной
иерархии).

2. Построение иерархии эвристических вычислений.

3. Построение иерархии распределений.
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