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1 Результаты за отчетный период

1.1 Сложностные иерархии

Однозначные иерархии. Однозначные иерархии можно определить аналогич-
но классической в теории вычислительной сложности полиномиальной иерархии;
однако, в случае однозначных иерархий все подсказки для недетерминированных
алгоритмов должны быть уникальными. Несколько типов таких иерархий опреде-
лялись, начиная с 1993 года в работах Россманита и др. Отличия в типах иерархий
проявляется при использовании алгоритмов в качестве оракулов. В работе [1] мы
рассмотрели свободную однозначную иерархию prUH• с ослабленным набором тре-
бований в определении доступа к оракульной промис задаче. А именно, мы разре-
шили делать запросы к оракулу, которые не попадают в промис множество; однако,
в такой ситуации ответ оракула может быть произвольным (похожее определение
использовалось в работе Чакраварти и Роя, 2008).

Нам удалось доказать, что первая часть теоремы Тода PH ⊆ BP·⊕P ⊆ PPP может
быть усилена до следующего результата: PH = BP ·prUH•, то есть замыкание иерар-
хии, определенной в нашей работе, оператором Шонинга BP равняется классической
полиномиальной иерархии. Можно также заметить, что BP · prUH• ⊆ BP · ⊕P.

Иерархии эвристических вычислений. В работе [2] мы представили новый
метод доказательства теорем об иерархии для эвристических классов сложности.
Основой данной метода является теорема об иерархии семплируемых распределе-
ний, доказанная Ватсоном в 2013 году. Класс HeurεFBPP состоит из пар: функ-
ция и распределение на входах данной функции, при этом существует вероятност-
ный полиномиальный алгоритм, который считает данную функцию с ограничен-
ной ошибкой по случайным битам на всех входах, кроме доли ε согласно распре-
делению. Мы доказали, что для любых a, δ и целого k существует такая функция
F : {0, 1}∗ → {0, 1, . . . , k − 1}, что (F,U) ∈ HeurεFBPP для всех ε > 0 и для всех се-
мейств распределенийDn, генерируемых за na шагов, (F,D) /∈ Heur1− 1

k
−δFBPTime[na].

Этот результат обобщает предыдущий результат, полученный Первышевым в 2007
году, на случай k > 2. Также нами было доказано, что если односторонние функции
существуют, то P 6⊆ Heur 1

2
−εBPTime[nk].

1



В той же работе нами было показано, что данная техника доказательства теорем
об иерархиях обобщается и на ряд других эвристических классов.

Иерархии по распределениям. В работе [3] мы обратились к следующему во-
просу теории сложности в среднем: существует ли такой язык L, что для всех про-
стых распределений D распределенная задача (L,D) будет являться простой в сред-
нем случае, однако, существует такое более сложное распределение D′, что задача
(L,D′) является сложной в среднем? Мы рассмотрели два типа сложности распреде-
лений: сложность генерирования и сложность вычисления функции распределения.

В случае, когда под сложностью распределения понимается сложность генери-
рования, мы установили связь между описанным вопросом и теоремой Ватсона об
иерархии распределений. Используя данную связь мы доказали следующий резуль-
тат: для любых 0 < a < b существует язык L, семейство распределений D, генери-
руемое за nlogb n шагов и такой линейный по времени алгоритм A, что для любого
семейства распределений F , генерируемых за nloga n шагов, алгоритм A корректно
решает L на всех входах {0, 1}n, кроме множества с бесконечно малой F -мерой, и
для любого алгоритма B существует бесконечно много таких n, что множество эле-
ментов {0, 1}n, для которых B корректно решает L имеет бесконечно малую D-меру.

В случае, когда под сложность распределения понимается сложность вычисления
функции распределения, мы доказали следующий результат: для любого a > 0 су-
ществует язык L, семейство полиномиально вычислимых распределений D и такой
линейный по времени алгоритм A, что для любого вычислимого за na шагов семей-
ства распределений F , A корректно решает L на всех входах из {0, 1}n, кроме доли с
F -мерой не превосходящей 2−n/2, и для любого алгоритма B существует бесконечно
много таких n, что множество элементов {0, 1}n, для которых B корректно решает
L, имеет D-меру не более 2−n+1.

1.2 Сложность доказательств и алгоритмы для задачи выпол-
нимости

Совершенные паросочетания. Пусть формула φG кодирует существование со-
вершенного паросочетания в графе G. Резолюционная сложность формул φG изу-
чалась в работе Разборова в 2004 году, где была продемонстрирована техника до-
казательства нижних оценок для разреженых графов. В работе [4] мы построили
такое семейство двудольных графов константной степени Gn, что резолюционная
сложность формул φGn равна 2Ω(n), где n — число вершин в графе Gn. Данная оцен-
ка является точной относительно умножения на полиномиальный множитель. Наш
результат влечет нижнюю оценку 2Ω(n) для полного графа K2n+1 и полного двудоль-
ного графа Kn,O(n), что усиливает результат из работы Разборова. Мы показали, что
для любого графа G на n вершинах, в котором нет совершенного паросочетания, су-
ществует резолюционное доказательство для формулы φG размера O(n22n). Таким
образом нижняя оценка совпадает с верхней с точностью до умножения на поли-
ном. Наш результат также влечет хорошо известную нижнюю оценку на формулы,
кодирующие принцип Дирихле.

Также в работе [4] мы доказали следующее следствие. Для любого натурального
числа d, любого достаточно большого числа n и любой функции h : {1, 2, . . . , n} →
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{1, 2, . . . , d}, мы построили граф на n вершинах удовлетворяющий следующим свой-
ствам:

• существует такая константа D, что степень всех вершины i в графе не менее
h(i) и не более D;

• невозможно сделать так, чтобы для всех i ∈ [n] степень вершины i была равна
h(i) путем выкидывания ребер из графа;

• любое доказательство данного факта в резолюциях имеет размер не менее 2Ω(n).

Данный результат влечет хорошо известную экспоненциальную нижнюю оценку
на Цейтинские формулы, а также новые результаты, например, аналогичное свой-
ство для полного графа.

OBDD алгоритмы. В 2004 году Пан и Варди предложили подход для решения за-
дачи выполнимости пропозициональной формулы, основанный на OBDDs (ordered
binary decision diagram), мы будем обозначать алгоритмы, основанные на данном
подходе, как OBDD(∧,∃)-алгоритмы. Такой алгоритм выбирает порядок на пере-
менных π и создает OBDD D, которая изначально задает тождественно единичную
функцию. Затем алгоритм по одному добавляет клозы исходной формулы к диа-
грамме D, также алгоритму разрешается применить операцию проекции по пере-
менной x если все клозы, которые ее содержат, уже загружены в D, т.е. записать
диаграмму, задающую функцию ∃xD вместо D. В работе [5] мы расширили дан-
ные алгоритмы операцией смены порядка переменных, обозначим такие алгоритмы
OBDD(∧,∃, reordering). Мы заметили, что существует алгоритм OBDD(∧,∃), кото-
рый решает задачу выполнимости для Цейтинских формул за полиномиальное вре-
мя. С другой стороны мы показали, что существуют формулы, кодирующие системы
линейных уравнений над полем F2, которые сложны для OBDD(∧,∃, reordering) ал-
горитмов. Наши трудные примеры выполнимых формул задают систему линейных
уравнений над полем F2, которая соответствует проверочной матрице кода исправ-
ляющего ошибки.

DPLL алгоритмы с расщеплением по линейным функциям. Классический
DPLL алгоритм для задачи выполнимости булевой формулы делает расщепление
исходной задачи на две меньших путем подстановки двух различных значений од-
ной из переменных, и упрощая получившиеся формулы. В 2014 году мной совместно
с соавторами было рассмотрено расширение парадигмы DPLL алгоритмов. Нашим
алгоритмам разрешается проводить расщепление по значению произвольной линей-
ной комбинации переменных по модулю 2. Эти алгоритмы быстро решают задачу
выполнимости для формул, которые кодируют линейные системы уравнений по мо-
дулю 2, которые используются для доказательства экспоненциальной нижней оценки
на классическую модель DPLL алгоритмов. Также нами было рассмотрено обобще-
ние резолюционной системы доказательств, оперирующее с дизъюнкциями линей-
ный уравнений над полем F2 — система доказательств Reslin. Древовидные доказа-
тельства в данной системе соответствуют протоколам работы наших алгоритмов на
невыполнимых формулах. В 2016 году нами была доказана теорема о компромиссе
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между памятью, требуемой на реализацию доказательства, и его длиной. Если го-
ворить более формально, то была предъявлена формула, для которой произведение
числа клозов, которые нужно хранить в памяти для реализации доказательства в
системе Reslin, на логарифм размера доказательства хотя бы Ω( n

log(n)
), где n — число

переменных в формуле (данный результат на текущий момент не опубликован).
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4 Педагогическая деятельность
1. Преподаватель практических занятий по теории сложности в Санкт-Петербургском

Академическом университете. 2015-2016.

2. Лектор и преподаватель практических занятий по анализу булевых функций
в Санкт-Петербургском Академическом университете. 2016.

3. Преподаватель практических занятий по основам математической логики и
дискретной математики в Санкт-Петербургском Академическом университете.
2015-2016.

4. Преподаватель практических занятий обзорного курса по computer scince в
Computer Science Center. 2016.

5. Лектор мини-курса Basic constructions for Krajicek’s interpolation в рамках се-
местра по сложности в СПБГУ.

5 Другое
В 2015 году году была подготовлена и защищена диссертация по теме “Сложность
решения задачи выполнимости булевых формул алгоритмами, основанными на рас-
щеплении” на соискание ученой степени кандидата физико-математических наук
по специальностям: 01.01.06 — математическая логика, алгебра и теория чисел,
01.01.09 — дискретная математика и математическая кибернетика.
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