çåïíåôòéñ é ëìáóóéþåóëáñ íåèáîéëá

à.í.âõòíáî

1. ëÉÎÅÍÁÔÉËÁ: ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÒÁÚÎÕÀ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ.

ðÒÉÍÅÒ 1. äÌÑ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉÃÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ÜÔÏ R^3 (ÔÁË, ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, ÐÒÉÎÑÔÏ ÓÞÉÔÁÔØ : : : ), ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ N ÞÁÓÔÉÃ ÜÔÏ (R^3)^N = R^{3N}.

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔŒÅÒÄÏÇÏ ÔÅÌÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ, ÐÒÉÐÁÑŒ Ë ÎÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÉÚ ÔÒÅÈ ÐÏÐÁÒÎÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ÔŒÅÒÄÏÇÏ ÔÅÌÁ Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÁŒÏÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ Œ R^3. åÓÌÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÎ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ \ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ" ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; e_3, ÔÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ f_1; f_2; f_3 ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ, ÐÒÏÓÔÏ ŒÙÐÉÓÁŒ ÍÁÔÒÉÃÕ 3 × 3, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÕÀ ÉÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÅËÔÏÒÏŒ f_1; f_2; f_3 Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; e_3. œÅËÔÏÒÙ f_1; f_2; f_3 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÁŒÙÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁ (AA^T = 1) É det A = 1. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ÔŒÅÒÄÏÇÏ ÔÅÌÁ ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÉÔØ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ SO(3).

ðÒÉÍÅÒ 3. õ ÛÁÒÎÉÒÎÏÇÏ ÍÅÈÁÎÉÚÍÁ ÎÁ ÒÉÓ. 1 ŒÓÅ ÓÔÅÒÖÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÄÌÉÎÕ, ÐÒÁŒÙÊ É ÌÅŒÙÊ ËÏÎÃÙ ÓÔÅÒÖÎÅÊ ÚÁËÒÅÐÌÅÎÙ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Á ÛÁÒÎÉÒÙ ÍÏÇÕÔ ÓŒÏÂÏÄÎÏ ÄŒÉÇÁÔØÓÑ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ÔÁËÏÇÏ ÍÅÈÁÎÉÚÍÁ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÆÅÒÕ Ó 4 ÒÕÞËÁÍÉ | ÄÏËÁÖÉÔÅ !

ðÒÉÍÅÒ 4. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ, ÚÁÐÏÌÎÑÀÝÅÊ ÏÂÌÁÓÔØ U ⊂ R^3, ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÔÁË. ïÔÍÅÔÉÍ Œ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ËÁÖÄÕÀ ÞÁÓÔÉÞËÕ ÖÉÄ- ËÏÓÔÉ | ÅÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÔÏÞËÁ u ∈ U . œ ÌÀÂÏÍ ÄÒÕÇÏÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÔÁ ÖÅ ÓÁÍÁÑ ÞÁÓÔÉÞËÁ ÐÏÐÁÄÁÅÔ Œ ÔÏÞËÕ A(u) ∈ U . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ

4

3 2 A_•

1 •

• • Figure 1. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÛÁÒÎÉÒÎÏÇÏ ÍÅÈÁ- ÎÉÚÍÁ | ÓÆÅÒÁ Ó 4 ÒÕÞËÁÍÉ 1

2 à.í.âõòíáî

ÞÁÓÔÉÃ ÖÉÄËÏÓÔÉ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ A : U → U . ðÏ- ÓËÏÌØËÕ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉÃÙ ÐÏÐÁÓÔØ Œ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ ÎÅ ÍÏÇÕÔ, ÔÏ A ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ. ïÂÙÞÎÏ ÓÞÉÔÁÀÔ, ÞÔÏ A | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÂÌÁÓÔÉ, Ô.Å. ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÔÏÖÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÕÅÍÏ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ | ÇÒÕÐÐÁ ÄÉÆÆÅÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÏÂÌÁÓÔÉ U .

œÏ ŒÓÅÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ, ËÒÏÍÅ \ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ" ÐÒÉÍÅÒÁ 4, ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÍÅÈÁ- ÎÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÞÉÓÅÌ. óÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ: ÄÌÑ ÐÒÉÍÅÒÁ 1 ÍÏÖÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÚÑÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ R^{3N} É ÚÁÄÁŒÁÔØ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉÃ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. œ ÐÒÉÍÅÒÅ 2 ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁŒÁÔØ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ \ÐÏÄŒÉÖÎÏÇÏ" ÂÁÚÉÓÁ ÔÒÅÍÑ ÕÇÌÁÍÉ Œ; `; . úÄÅÓØ ` (\ÔÁÎ- ÇÁÖ") | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÏÍ f_1 É ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ (e_1; e_2), (\ÒÙÓËÁÎØÅ") | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ f_1 ÎÁ ÜÔÕ ÐÌÏÓËÏÓÔØ É ŒÅËÔÏÒÏÍ e_1, Á Œ (\ËÒÅÎ") | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ f_3 É ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ (e_1; e_3). œ ÐÒÉÍÅÒÅ 3 ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÕÇÌÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÛÁÒÎÉÒÙ 1 É 4 Ó ÏÓØÀ ÁÂÓÃÉÓÓ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÏÂÙÞÎÏ 2 ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ŒÅÒÛÉÎÙ A (\ŒŒÅÒÈ" É \ŒÎÉÚ"), É ÎÕÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ, ËÁËÏÅ ÉÍÅÎÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ.

ïÔÍÅÔÉÍ ÔÒÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÎÙÈ ÞÅÒÔÙ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÞÉÓÌÏŒÏÇÏ (ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ) ÏÐÉÓÁÎÉÑ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ŒÏ ŒÓÅÈ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÓÌÕÞÁÑÈ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÅ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏ. óËÁÖÅÍ, Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 1 ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÄÒÕÇÏÊ ÂÁÚÉÓ. œ ÐÒÉÍÅÒÅ 2 ŒÍÅÓÔÏ ÕÇÌÏŒ ÍÏÖÎÏ Œ; `; ÚÁÄÁÔØ ÔÒÏÊËÕ ŒÅËÔÏÒÏŒ f_1; f_2; f_3, ÕËÁÚÁŒ x- É y-ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ f_1 É z-ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ ŒÅËÔÏÒÁ f_2. é ÔÁË ÄÁÌÅÅ, ÐÒÉÍÅÒÙ ÍÏÖÎÏ ÍÎÏÖÉÔØ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÁÖÎÏ, ÞÔÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÏ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ (ÏÂÙÞÎÏ) ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÞÅÍ-ÔÏ ÌÕÞÛÅ ÄÒÕÇÏÇÏ.

œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ËÁÖÄÏÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ ÎÅ ËÏ ŒÓÅÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑÍ ÓÉÓÔÅÍÙ: Õ ÓÉÓÔÅÍÙ ÅÓÔØ \ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ" ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÁÎÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÏÔËÁÚÙŒÁÅÔ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÔÁÎÇÁÖ ÒÁŒÅÎ ß=2, ÔÏ ÒÙÓËÁÎØÅ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, É ÕÇÌÙ Œ; `; ÐÅÒÅÓÔÁÀÔ ÏÐÉÓÙŒÁÔØ ÐÏÌÏÖÅ- ÎÉÅ ÔŒÅÒÄÏÇÏ ÔÅÌÁ. œ ÐÒÉÍÅÒÅ 3 ÄŒÕÈ ÞÉÓÅÌ Œ_1; Œ_4 ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÔÒÅÔÉÊ, ÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Œ_1; Œ_4 ÚÁÄÁÀÔ ÎÅ ÏÄÎÕ, Á ÓÒÁÚÕ ÄŒÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ: ÏÄÎÕ ÄÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ÛÁÒÎÉÒÎÏÇÏ ÍÅ- ÈÁÎÉÚÍÁ \ŒÅÒÛÉÎÏÊ A ŒŒÅÒÈ", ÄÒÕÇÏÅ | \ŒÅÒÛÉÎÏÊ A ŒÎÉÚ". ïÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÓÉÓÔÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÔØ ÏÓÏÂÙÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ËÏÇÄÁ ÏÂÅ ÜÔÉÈ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÅ ÒÁÂÏÔÁÀÔ: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ Œ_1 = ß=3, Œ_4 = 2ß=3, ÔÏ ËÏÎÃÙ ÛÁÒÎÉÒÏŒ 1 É 4 ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, É ŒÅÒÛÉÎÁ A ÍÏÖÅÔ ÏÐÉÓÙŒÁÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ | ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÉÑ ÅÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ.

œÙÊÔÉ ÉÚ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÍÏÖÎÏ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÍÅÈÁÎÉ- ÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÒÁÚÕ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ (ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÉ- ÓÔÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÓÒÁÚÕ ÄŒÁ ÎÁÂÏÒÁ ÕÇÌÏŒ Œ; `; : ÏÄÉÎ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ e_1; e_2; e_3, Á ŒÔÏÒÏÊ | ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÐÏŒÅÒÎÕÔÏÍÕ ÎÁ ß=2, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, e_3; e_1; e_2. ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÏÅ ÐÏÌÏÖÅ- ÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÂÕÄÅÔ ÎÅÏÓÏÂÙÍ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ë ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÄŒÕÈ ÓÉÓÔÅÍ, É Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ É ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ. äÌÑ ÛÁÒÎÉÒÎÏÇÏ ÍÅÈÁÎÉÚÍÁ ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ ÔÁË ÖÅ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÕÇÌÙ, ÏÂÒÁÚÕÅÍÙÅ Ó ÏÓØÀ ÁÂÓÃÉÓÓ ÛÁÒÎÉÒÁÍÉ 1 É 2.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÓÒÁÚÕ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ: ÅÓÌÉ ÏÄÎÁ É ÔÏ ÖÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÍÅÅÔ Œ ÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ

çåïíåôòéñ é ëìáóóéþåóëáñ íåèáîéëá 3

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x_1; : : : ; x_n, Á Œ ÄÒÕÇÏÊ y_1; : : :; y_n, ÔÏ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ŒÔÏÒÙÅ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÙ ÍÏÖÎÏ, ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ, ŒÙÒÁÚÉÔØ ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ÐÅÒ- ŒÙÈ: y_1 = f_1(x_1; : : : ; x_n); : : : ; y_n = f_n(x_1; : : : ; x_n), Á ÐÅÒŒÙÅ ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ŒÔÏÒÙÈ: x_1 = g_1(y_1; : : : ; y_n); : : : ; x_n = g_n(y_1; : : : ; y_n). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 3 ÏÂÏÚÎÇÁÞÉÔØ Œ_i ÕÇÏÌ, ÏÂÒÁÚÕÅÍÙÈ i-Í ÛÁÒÎÉÒÏÍ Ó ÏÓØÀ ÁÂÓÃÉÓÓ, ÔÏ Œ_2 = arccos(‘=2)+arcsin((sin Œ_1−sin Œ_4)=‘), ÇÄÅ ‘^2 = 3−2 cos Œ_1−2 cos Œ_4+2 cos(Œ_1−Œ_4).

œŒÉÄÕ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ (ÉÌÉ, ËÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ) ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. çÌÁÄËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏ- ÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M , ÎÁÄÅÌÅÎÎÏÅ ÁÔÌÁÓÏÍ. áÔÌÁÓ ÜÔÏ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ (ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÁÑ) ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ U_ff ⊂ M (ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ËÁÒÔÁÍÉ), ÐÏËÒÙŒÁÀÝÉÈ M ÃÅÌÉËÏÍ (M = ⋃ ff U_ff), ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ x_ff : U_ff → V_ff, ÇÄÅ V_ff ⊂ R^n | ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x_ff : U_ff → V_ff É ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ x^{−1}_ff : V_ff → U_ff ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ, É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÏÌÎÑÌÉÓØ ÄŒÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁ:

1. ëÁË ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, M ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ: ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÙÈ ÔÏÞÅË p_1; p_2 ∈ M ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ p_1 ≠ p_2, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÉÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁ- ÀÝÉÅÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, Ô.Å. ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ W_1; W_2 (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÁÒÔÙ !) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ p_1 ∈ W_1, p_2 ∈ W_2 É W_1 ∩ W_2 = ∅.

2. åÓÌÉ ËÁÒÔÙ U_ff É U_fi ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÔÏ ÍÅÖÄÕ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ V_{fffi} = x_ff(U_ff ∩ U_fi); V_{fffi} ⊂ V_ff ⊂ R^n É V_{fiff} = x_fi(U_ff ∩ U_fi ); V_{fiff} ⊂ V_fi ⊂ R^n ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ (ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) x_{fffi} = x^{−1}_fi ∘ x_ff | ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ÇÌÁÄ- ËÉÍÉ.

ðÅÒŒÏÅ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÎÏÓÉÔ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ (ÉÓËÌÀÞÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÐÅ- ÃÉÁÌØÎÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÍÏÎÓÔÒÕÏÚÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ). œÔÏÒÏÅ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÐÏËÁ ŒÙ- ÇÌÑÄÉÔ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ (ÈÏÔÑ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÐÒÉ- ÍÅÒÁÈ). üÔÏ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ŒÙÚŒÁÎÏ ÖÅÌÁÎÉÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÏÌÏÖÅ- ÎÉÑ, ÎÏ É ÓËÏÒÏÓÔÉ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ | ÜÔÏ ÐÒÅÄÍÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÚÁÎÑÔÉÑ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÜÔÏ ÏÂSSÅËÔ, ËÏÔÏÒÙÊ \Œ ÍÁÌÏÍ" (Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÏÄÎÏÊ ËÁÒÔÙ) ŒÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R^n, ÎÏ ÏÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÌÅÎÉÅ ÅÇÏ Ó ÜÔÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÎÅ ËÁÎÏÎÉÞÎÏ | ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÒÁÎÎÏÊ ÓÉ- ÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. éÓËÕÓÓÔŒÏ ÒÁÂÏÔÙ Ó ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÌÉÂÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÔÁË ÌÀÂÑÔ ÒÁÂÏÔÁÔØ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÑ Œ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ), ÌÉÂÏ ÉÓ- ÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÓÅ ŒÒÅÍÑ ÓÌÅÄÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÉÈ ÚÁÍÅÎÅ (ÔÁË ÏÂÙÞÎÏ ÒÁÂÏÔÁÀÔ Œ ÆÉÚÉËÅ).