çåïíåôòéñ é ëìáóóéþåóëáñ íåèáîéëá

à.í.âõòíáî

2. ëÉÎÅÍÁÔÉËÁ: ÓËÏÒÏÓÔØ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ

äŒÉÖÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ M ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÒÉŒÏÊ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, Ô.Å. ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ fl : R → M , ÇÄÅ ÔÏÞËÉ t ∈ R ÐÏÎÉÍÁÀÔÓÑ ËÁË ÍÏÍÅÎÔÙ ŒÒÅÍÅÎÉ, Á fl(t) ∈ M | ÐÏÌÏÖÅ- ÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ Œ ÍÏÍÅÎÔ ŒÒÅÍÅÎÉ t. þÔÏ ÏÚÎÁÞÁÀÔ ÓÌÏŒÁ \ÓÉÓÔÅÍÁ Œ ÍÏÍÅÎÔ ŒÒÅÍÅÎÉ t ÉÍÅÅÔ ÔÁËÕÀ-ÔÏ ÓËÏÒÏÓÔØ" ? œÏÚØÍÅÍ (ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ) t = 0 É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔ (U_i; V_i; x), ÇÄÅ fl(0) ∈ U_i. ðÏÄ \ÓËÏÒÏÓÔØÀ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔ" ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÎÁÂÏÒ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ v_1 =^d_{dt} x_1(fl(t)) | |_{t=0} ; : : : ; v_n = d dt x_n(fl(t)) | |_{t=0}. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞËÉ fl(0) ÚÁÄÁÎÁ ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (U_j ; V_j ; y), ÐÒÉÞÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ y_i = f_i(x_1; : : :; x_n); i = 1; : : : ; n. ôÏÇÄÁ ÓËÏÒÏÓÔØ Œ ÎÏŒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÔÁË:

(1) w_i = d dt y_i(fl(t)) | | | |_{t=0} = d dt f_i(x_1(fl(t)); : : : ; x_n(fl(t))) | | | |_{t=0} = = n∑ j=1 @f_i @x_j

(x_1(fl(0)); : : : ; x_n(fl(0))) d dt x_j (fl(t)) | | | t=0 = n∑ j=1 @f_i @x_j

(x_1(fl(0)); : : : ; x_n(fl(0)))v_j :

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÚÁÍÅÎÙ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔ f_i ÇÌÁÄËÉÅ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ fl_1 É fl_2 ÓËÏÒÏÓÔÉ Œ ÍÏÍÅÎÔ ŒÒÅÍÅÎÉ t = 0 ÏÄÉÎÁËÏŒÙ:^d_{dt} x_i(fl_1(t)) | |_{t=0} =^d_{dt} x_i(fl_2(t)) | |_{t=0} ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ i. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ fl_1(0) = fl_2(0), ÔÏ, ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (1) ÜÔÏ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ É ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ; ÅÓÌÉ ÖÅ fl_1(0) ≠ fl_2(0), ÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÌÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌÁ. üÔÏ ÐÏÄÓËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÂÅÓ- ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓËÏÒÏÓÔÉ (Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÐÅÒÅÊÄÅÍ) ÍÏÖÎÏ ÓÒÁŒÎÉŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÄŒÉÖÅÎÉÊ Œ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞËÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ (ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ, ÓËÏÒÏÓÔØ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÍÅÈÁÎÉËÅ ÆÁÚÏŒÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, Á Œ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ | ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅ- ÎÉÅÍ T M Ë ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ (ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ) M . ëÁÓÁÔÅÌØ- ÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏÞËÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÁÒÙ (p; fl), ÇÄÅ p ∈ M , Á fl : R → M | ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÎÁ M ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ fl(0) = p; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄŒÅ ÐÁÒÙ (p; fl_1) É (p; fl_2) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏ- ÂÏÊ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ T M , ÅÓÌÉ^d_{dt} x_i(fl_1(t)) | |_{t=0} =^d_{dt} x_i(fl_2(t)) | |_{t=0} ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ i Œ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ (É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Œ ÌÀÂÏÊ) ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x_1; : : : ; x_n, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ p. 1

ðÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ T M Ë n-ÍÅÒÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ M ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔÉ 2n. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔ (U_i; V_i; x), Á (p; fl) | ÔÏÞËÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ T M , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ p ∈ U_i, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÁÂÏÒ ÉÚ 2n ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÞËÉ ËÁË

(x_1(p; fl); : : : ; x_n(p; fl); v_1(p; fl); : : : ; v_n(p; fl))^{def}= (x_1(p); : : : ; x_n(p); d dt x_1(fl(t)) | | |_{t=0} ; : : : ; d dt x_n(fl(t)) | | |_{t=0} :

äÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ŒŒÅÌÉ ÎÁ T M ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÕ (1) (ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ- ÓÔÉ ÄÌÑ T M ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÄÌÑ M ), ËÏÔÏÒÁÑ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (x; v) Ë ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔ (y; w).

óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T M → M , ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÐÁÒÅ (p; fl) ÔÏÞËÕ p. ðÒÏÏÂÒÁÚ ÔÏÞËÉ p ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T_pM É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ Ë M Œ ÔÏÞËÅ p.

ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÄÁÅÔ ÎÁÍ ÏÄÎÕ ŒÁÖÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ ÐÒÏ ËÁÓÁÔÅÌØ- ÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÕÀ ÎÅÌÅÇËÏ ÕŒÉÄÅÔØ ÂÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÂÒÁÔÉÍ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (x; v) Ë ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ (y; w) ÌÉÎÅÊÎÙ ÐÏ v_i, ÎÏ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙ ÐÏ x_i. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ (p; fl_1) É (p; fl_2) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T_pM , É ÐÕÓÔØ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (x; v) ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (a_1; : : : ; a_n; v_1; : : : ; v_n) É (a_1; : : : ; a_n; v^′_1; : : : ; v^′_n) ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÏ. îÁÚÏŒÅÍ ÉÈ ÓÕÍÍÏÊ ÔÏÞËÕ, ÉÍÅÀÝÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (a_1; : : : ; a_n; v_1 + v^′_1; : : :; v_n + v^′_n). ôÏÇÄÁ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÕÍÍÙ ÔÏÞÅË ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÒÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ T_pM ÎÁ ÞÉÓÌÏ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ T_pM ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ (ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÎÉ ÏÔ ËÁËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n; ŒŒÉÄÕ ÜÔÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ T M ÍÙ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÎÏŒÁÔØ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ T S^1 ÕÓÔÒÏÅÎÏ ËÁË S^1 × R, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T S^1 → S^1 ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÁ ÓÏ- ÍÎÏÖÉÔÅÌØ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒÓÑËÏÊ ËÒÉŒÏÊ fl : R → S^1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ fl(0) = p ∈ S^1, ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÞÉÓÌÏ Œ^′(fl)(0), ÇÄÅ Œ(q) | ÕÇÏÌ, ÏÂÒÁÚÕÅÍÏÊ ÒÁÄÉÕÓ- ŒÅËÔÏÒÏÍ ÔÏÞËÉ q ∈ S^1 Ó ÏÓØÀ ÁÂÓÃÉÓÓ | ÚÄÅÓØ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÁÒÉÓÏŒÁÎÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÕÇÏÌ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÎÏ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

ðÒÉÍÅÒ 2. ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ T S^2 Ë ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÏÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó S^2 × R^2 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T S^2 → S^2 ÂÙÌÏ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÎÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ÜÔÏ ÕÄÁÌÏÓØ. ôÏÇÄÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ ŒÅË- ÔÏÒÙ (p; v) ∈ T S^2, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ (p; v_0), ÇÄÅ v_0 ∈ R^2 | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ S^2 ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÔÁËÏÊ ŒÅËÔÏÒ (p; v) ∈ T S^2. ïÎ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ p. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ÓÆÅÒÅ S^2 ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÐÏÌÅ ËÁ- ÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÅÓÑ Œ ÎÕÌØ. îÏ ÔÁËÏÇÏ ÐÏÌÑ ÎÅ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ | ÜÔÏ ÚÎÁÍÅÎÉÔÁÑ \ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÉÞÅÓÙŒÁÎÉÉ ÅÖÁ", ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÁÑ ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ÐÏÐÕÌÑÒÎÙÈ ËÎÉÇÁÈ ÐÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.

çåïíåôòéñ é ëìáóóéþåóëáñ íåèáîéëá 3

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÒÏÓÔÏÊ, ÎÏ ŒÁÖÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ L ⊂ R^N | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ: L = {v ∈ R^N | (‘_1; v) = ff_1; : : :; (‘_k; v) = ff_k, ÇÄÅ ‘_1; : : : ; ‘_k | ŒÅËÔÏÒÙ, ff_1; : : :; ff_k | ÞÉÓÌÁ, Á (·; ·) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ fl(t) ⊂ L | ËÒÉŒÁÑ, Ô.Å. (‘_i; fl(t)) ≡ ff_i ÄÌÑ ŒÓÅÈ i = 1; : : : ; k. ôÏ- ÇÄÁ ŒÅËÔÏÒ r = fl^′(0) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ (‘_i; r) = 0, i = 1; : : :; k | ÔÏ ÅÓÔØ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ~L, ÐÁÒÁÌÌÅÌØ- ÎÏÍÕ L. üÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ Ë L Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ p ∈ L.

ðÒÉÍÅÒ 4. ïÐÉÛÅÍ ÑŒÎÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ë SO(3). üÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ SO(3) ÜÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ AA^T = Id, É det A = 1. ëÒÉŒÁÑ Œ SO(3) ÜÔÏ ÍÁÔÒÉÞÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ A(t), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ A(t)A^T (t) = Id ÐÒÉ ŒÓÑËÏÍ t. ðÕÓÔØ A(0) = A_0 ∈ SO(3), É A^′(0) = V . ôÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉÃÙ A_0 É V ÓŒÑÚÁÎÙ, ÏÞÅ- ŒÉÄÎÏ, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ A_0V + V^T A^T_0 = 0. é ÏÂÒÁÔÎÏ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÁËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ V ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÒÉŒÁÑ A(t) ∈ SO(3), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ A(0) = A_0 É A^′(0) = V . á ÐÏÓËÏÌØËÕ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ËÁÓÁÎÉÅ ËÒÉŒÙÈ Œ ÔÏÞËÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T_{A0} SO(3) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ V , ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ŒÙ- ÛÅÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ.

óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÍÁÔÒÉÃÁÍ A_0 É V ÍÁÔÒÉÃÕ ˙ = A_0V . ôÏÇÄÁ ˙^T = V^T A^T_0 = −˙, Ô.Å. ÍÁÔÒÉÃÁ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ. é ÏÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ˙^T = −˙, ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ V = A^{−1}_0 ˙ = A^T_0 ˙ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ T_{A0} SO(3). éÎÙÍÉ ÓÌÏ- ŒÁÍÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T SO(3) → SO(3) × E, ÇÄÅ E | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T SO(3) → SO(3) ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÐÒÏÅËÃÉÀ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ.

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ 3×3 ÔÒÅÈÍÅÒÎÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ,

ÏÂÝÉÊ ŒÉÄ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ 3×3 ÔÁËÏŒ: ˙ =

0 !_z −!_y −!_z 0 !_x !_y −!_x 0 . þÉÓÌÁ !_x; !_y; !_z ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÕÇÌÏŒÙÍÉ ÓËÏÒÏÓÔÑÍÉ ŒÒÁÝÅÎÉÑ ÔŒÅÒÄÏÇÏ ÔÅÌÁ ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÅÊ x; y; z ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÙÞÎÏ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÏÄ- ÎÁËÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅ- ÎÉÅÍ.

ðÒÉÍÅÒ 5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔŒÅÒÄÙÊ ÛÁÒ, ËÁÔÑÝÉÊÓÑ ÐÏ ÐÌÏÓËÏÍÕ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÓÔÏÌÕ ÂÅÚ ÐÒÏÓËÁÌØÚÙŒÁÎÉÑ. ðÏÌÏÖÅÎÉÅ ÛÁÒÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ËÁÓÁÎÉÑ ÅÇÏ ÓÏ ÓÔÏÌÏÍ, ÐÌÀÓ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÛÁÒÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅÇÏ ÃÅÎÔÒÁ, Ô.Å. ÐÒÅÄÓÔŒÁÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ R^2×SO(3). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M ÛÁÒÁ ÅÓÔØ ŒÓÅ R^2 × SO(3), Ô.Å. ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÛÁÒÁ ÍÏÖÅÔ ËÁÓÁÔØÓÑ ÓÔÏÌÁ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ, É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÛÁÒ, ËÁÓÁÑÓØ ÓÔÏÌÁ, ÓËÁÖÅÍ, Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÍÏÖÅÔ ÚÁÎÉÍÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

ðÏÌÏÖÅÎÉÅ ÛÁÒÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅÇÏ ÃÅÎÔÒÁ ÔÑÖÅÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ, ÕËÁÚÁŒ ÔÏÞËÕ, ËÏÔÏÒÏÊ ÛÁÒ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÓÔÏÌÁ, É ÚÁÄÁŒ ÕÇÏÌ ÐÏŒÏÒÏÔÁ ÛÁÒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÏÓÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ ÃÅÎÔÒ (É ÕËÁÚÁÎ- ÎÕÀ ÔÏÞËÕ ËÁÓÁÎÉÑ). ðÏÓËÏÌØËÕ ÛÁÒ ÍÏÖÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÏ ŒÒÁÝÁÔØ ŒÏËÒÕÇ ÜÔÏÊ ÏÓÉ, ÎÅ ÓÄŒÉÇÁÑ ÔÏÞËÕ ËÁÓÁÎÉÑ ÓÏ ÓÔÏÌÏÍ, ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ M =

R^2×SO(3) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Œ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÛÁÒ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÓÔÏÌÁ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓŒÏÅÊ ÔÏÞËÏÊ A_0, ÔÏ ÍÏÖÎÏ, ËÁÔÁÑ ÛÁÒ ÐÏ ÐÌÏÓËÏ- ÓÔÉ, ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÛÁÒ ËÁÓÁÌÓÑ ÓÔÏÌÁ ÏÐÑÔØ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÎÏ ÕÖÅ ÄÒÕÇÏÊ ÓŒÏÅÊ ÔÏÞËÏÊ, A.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÔÏÞËÉ A_0, A É ÃÅÎÔÒ ÛÁÒÁ O. ðÒÏËÁ- ÔÉÍ ÛÁÒ ÐÏ ÓÔÏÌÕ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÍ ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÎÅ ÓÔÁÎÅÔ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÏŒÅÒÎÅÍ ÛÁÒ ŒÏËÒÕÇ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÏÓÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÔÏÞËÁ A ÚÁÎÑÌÁ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ËÏ- ÔÏÒÏÅ ÄÏ ÜÔÏÇÏ ÚÁÎÉÍÁÌÁ ÔÏÞËÁ A_0. åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏËÁÔÉÔØ ÛÁÒ ÏÂÒÁÔÎÏ ŒÄÏÌØ ÔÏÊ ÖÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ, ÔÏ ÏÎ ËÏÓÎÅÔÓÑ ÓÔÏÌÁ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓŒÏÅÊ ÔÏÞËÏÊ A.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÛÁÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ 5-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ R^2 × SO(3). õÓÌÏŒÉÅ ÎÅÐÒÏÓËÁÌØÚÙŒÁÎÉÑ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÁÌÁÇÁÅÔ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÊ ÛÁÒÁ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, T (R^2 × SO(3)) = R^2 × T SO(3) | ÓËÏÒÏÓÔØ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÛÁÒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ! ÅÇÏ ŒÒÁÝÅÎÉÑ (ÜÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ T SO(3)) É ÓËÏÒÏÓÔØÀ v ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÑ ÅÇÏ ÃÅÎÔÒÁ (ÜÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ R^2). îÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÁ ËÁÓÁÎÉÑ ÛÁÒÁ Ó ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÁ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ! ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÅ v. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ËÁÖÄÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÛÁÒÁ (r; A) ∈ R^2 × SO(3) ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÚÁÍÅÔÁÅÔ 3-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ 5-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ T_{(r;A)}(R^2 × SO(3)) (ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ v ÏÔ ! ÌÉÎÅÊÎÁÑ). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÆÁÚÏŒÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ 3-ÍÅÒÎÙÈ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ Ë ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÀ. ðÏÄÏÂÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (ÇÄÅ ÆÁÚÏŒÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ Œ ÍÅÈÁÎÉËÅ ÎÅÇÏÌÏÎÏÍÎÙÍÉ; Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ Œ ÎÁÛÅÍ ËÕÒÓÅ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÉÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ.