çåïíåôòéñ é ëìáóóéþåóëáñ íåèáîéëá

à.í.âõòíáî

3. ðÒÉÎÃÉÐ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ

ðÒÉÍÅÒ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÍÁÓÓÏÊ m, ÓŒÏÂÏÄÎÏ ÄŒÉÖÕÝÕÀÓÑ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ. ðÕÓÔØ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Œ ÍÏÍÅÎÔ ŒÒÅÍÅÎÉ 0 ÞÁÓÔÉÃÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ x_0, Á Œ ÍÏÍÅÎÔ ŒÒÅÍÅÎÉ 1 | Œ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ x_1: x(0) = x_0, x(1) = x_1. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉÃÙ ÂÕÄÅÔ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ ŒÒÅÍÅÎÉ ÐÏ ÚÁËÏÎÕ x(t) = x_0 + t(x_1 − x_0).

óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ x : [0; 1] → R ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÔÏÞËÉ x_0 É x_1, ŒÅÌÉÞÉÎÕ S(x) =^m_2

∫_1 0 | _x(t)|^2 dt (ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ). äÅÊ- ÓÔŒÉÅ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S : F → R, ÇÄÅ F | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Œ R → R, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ. ôÁËÉÅ \ÆÕÎË- ÃÉÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÆÕÎËÃÉÊ" ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁÍÉ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ x(t) = x_0 + t(x_1 − x_0) | ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ŒÙÛÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ, Á h(t) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ y(t) = x(t) + h(t) ∈ F, Ô.Å. h(0) =

h(1) = 0. ôÏÇÄÁ S(y) = S(x + h) =^m_2

∫_1 0 | | | _x(t) + _h(t) | | |^2 dt =^m_2

∫_1 0 | _x(t)|^2 dt + m 2 ∫_1 0 | | _h(t) | |^2 dt + m ∫ 1_0 ( _x(t); _h(t)) dt = S(x) +_{m2} ∫ 1_0 | | _h(t) | |^2 dt + m ( _x(t); h(t))|1_0 − m ∫_1 0 (-x(t); h(t)) dt = S(x) +^m_2

∫_1 0 | | | _h(t) | | |^2 dt ¿ S(x). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, \ÉÓÔÉÎÎÁÑ" ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ x | ÔÏÞËÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ S ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÔÒÁÅË- ÔÏÒÉÊ F.

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÉÚ N ÔÏÞÅË Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ; ÍÁÓÓÙ ÔÏÞÅË m_1; : : : ; m_N . ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ i-Ê ÔÏÞËÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ (x^{(1)}_i ; x^{(2)}_i ; x^{(3)}_i ), É ËÏÎÆÉ- ÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÅÓÔØ R^{3N}. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ŒÚÁÉ- ÍÏÄÅÊÓÔŒÉÅ ÔÏÞÅË ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÏ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ V (ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ), ÚÁŒÉÓÑÝÁÑ ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÓÉÌÁ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÎÁ i-À ÔÏÞËÕ, ÒÁŒÎÁ −∇_iV = (−^{@V}_{@x(1)i} ; −^{@V}_{@x(2)i} ; −^{@V}_{@x(3)i} ).

ðÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ŒÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔŒÉÅ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÞÁÓÔÏ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ.

ðÒÉÍÅÒ 2.1. çÒÕÚ ÎÁ ÐÒÕÖÉÎÅ, ÓÍÅÝÅÎÎÙÊ ÎÁ ŒÅÌÉÞÉÎÕ x ÉÚ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁŒÎÏ- ŒÅÓÉÑ. ðÏ ÚÁËÏÎÕ çÕËÁ ÓÉÌÁ ÒÁŒÎÁ −kx, ÇÄÅ k = const: | ÖÅÓÔËÏÓÔØ ÐÒÕÖÉÎÙ. úÄÅÓØ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ÒÁŒÅÎ V (x) = kx^2=2; ÓÉÌÁ F = −V^′(x).

ðÒÉÍÅÒ 2.2. íÁÔÅÒÉÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÁÓÓÏÊ m Œ ÇÒÁŒÉÔÁÃÉÏÎÎÏÍ ÐÏÌÅ ÎÅÐÏŒÉÖ- ÎÏÊ ÔÏÞÅÞÎÏÊ ÍÁÓÓÙ M . åÓÌÉ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÁÑ ÍÁÓÓÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏ ÐÏ ÇÒÁŒÉÔÁÃÉÏÎÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ îØÀÔÏÎÁ ÓÉÌÁ ÐÒÉÔÑÖÅÎÉÑ ÒÁŒÎÁ −flM mx= |x|^3, ÇÄÅ x ∈ R^3 | ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒ ÔÏÞËÉ ÍÁÓÓÏÊ m, Á fl | ÇÒÁŒÉ- ÔÁÃÉÏÎÎÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ. úÄÅÓØ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ V (x) = −flM m= |x|. 1

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÁÄÅÌÅÎÁ ŒÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔŒÉÅÍ Ó ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÏÍ V , Ô.Å. ÅÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ x(t) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ m_i -x^{(i)}_s (t) +^{@V}_{@x(i)s} (x(t)) = 0. ðÕÓÔØ, ËÁË É Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 1, ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÅÅ ÐÏÌÏÖÅ- ÎÉÅ Œ ÍÏÍÅÎÔÙ ŒÒÅÍÅÎÉ 0 É 1: x(0) = x_0, x(1) = x_1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÓÉÍŒÏÌÏÍ F ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÜÔÉÍ ÇÒÁ- ÎÉÞÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ, É ÐÕÓÔØ S : F → R | ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ S(x) =

∫_1 0 (∑ i m_i 2 | | _x^{(i)}(t) | |^2 − V (x(t))) dt.

ðÕÓÔØ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, h(0) = h(1) = 0, ÔÁË ÞÔÏ y = x + h ∈ F. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ‖h‖ = max_{t∈[0;1]} |h(t)| + max_{t∈[0;1]} | | | _h(t) | | |, É ÎÁÚÏŒÅÍ ÜÔÕ ŒÅÌÉÞÉÎÕ ÎÏÒÍÏÊ \ÛÅŒÅ-

ÌÅÎÉÑ" h. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ !(t) = V (x(t) + h(t)) − V (x(t)) − ∑ i;s @V @x^{(i)}_s (x(t))h (i) s (t));

ÔÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ôÅÊÌÏÒÁ ÉÍÅÅÍ |!(t)| ¡ C |h(t)|^2, ÇÄÅ C | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎ- ÓÔÁÎÔÁ.

éÍÅÅÍ ÔÅÐÅÒØ: S(y) = S(x+h) = S(x)+

∫_1 0 ∑ i m_i 2 | |_h_{(i)}(t) | |^2 dt+∫ 1_0 ∑_{i;s} -x(i)_s (t)h(i)_s (t)+ ∫_1 0 ∑ i;s @V @x^{(s)}_s (x(t))h (i) s (t)) dt +

∫_1 0 !(t) dt. úÄÅÓØ ÄŒÁ ÓÒÅÄÎÉÈ ÞÌÅÎÁ ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ x ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ÄŒÉÖÅÎÉÑ), Á ÞÔÏ ËÁÓÁ-

ÅÔÓÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÔÁËÕÀ ÏÃÅÎËÕ:

∫_1 0 ∑ i m_i 2 | | _h^{(i)}(t) | |^2 dt ≤ ∑ i m_i

2 ‖h‖^2, É

∫_1 0 !(t) dt ¡ C ‖h‖^2. éÎÙÍÉ S(x + h) = S(x) + o(‖h‖), ÔÏ ÅÓÔØ x ∈ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ (ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ) ÔÏÞËÏÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ S.

œÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÏÄÏÚÒÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÄÉÎÁÍÉËÁ ŒÓÑËÏÊ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÉÓÁÎÁ ËÁË ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ. üÔÏ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÔÁË, ÎÏ ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ŒÁÖÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÍÏÖÎÏ ÏÔÙÓËÁÔØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÛÅ ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ.

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ N ÔÏÞÅË, ÎÁ ËÏÔÏÒÕÀ ÎÁÌÏÖÅÎÙ ÓŒÑÚÉ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^{3N}. þÔÏÂÙ ÓŒÅÓÔÉ ÜÔÕ ÓÉÔÕÁÃÉÀ Ë ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ, ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÉÍ, ÞÔÏ ÓŒÑÚÉ ÜÔÏ ÎÁÔÑÎÕÔÙÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÒÕÖÉÎÙ Ó ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÏÊ ÖÅÓÔËÏÓÔØÀ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓŒÑÚÉ ÍÏÇÕÔ ÎÁÒÕÛÁÔØÓÑ, ÔÁË ÞÔÏ ËÏÎÆÉ- ÇÕÒÁÃÉÏÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ŒÓÅ R^{3N}, ÎÏ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ V (x) = V_0(x) + T V_1(x), ÇÄÅ V_0 | ÏÂÙÞÎÙÊ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ, Á V_1 | \ÛÔÒÁÆ ÚÁ ÎÁÒÕÛÅÎÉÅ ÓŒÑÚÅÊ": V_1(x) ≥ 0, ÐÒÉÞÅÍ V_1(x) = 0 ÐÒÉ x ∈ M , Á T ≫ 1 | ÂÏÌØÛÏÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÂÕÄÅÔ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ S(x) =

∫_1 0 ∑_N i=1 m_i

2 | _x_i(t)|^2 − V_0(x(t)) − T V_1(x(t)) dt. ñÓÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ É ËÏÎÅÞÎÁÑ ÔÏÞËÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M , ÔÏ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÂÕÄÅÔ ÌÅÖÁÔØ ÂÌÉÚËÏ ÏÔ M , É ÔÅÍ ÂÌÉÖÅ, ÞÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒ T . œ ÐÒÅÄÅÌÅ ÐÒÉ T → +∞ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÁ- ÅËÔÏÒÉÀ, ÉÄÕÝÕÀ ÐÏ M , ËÏÔÏÒÁÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ S_0(x) =

∫_1 0 ∑_N i=1 m_i

2 | _x_i(t)|^2 −V_0(x(t)) dt (ÞÌÅÎ Ó V_1 ÎÁ M ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ). œ ÞÁÓÔÎÏ- ÓÔÉ, ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ S_0 ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ F_M ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ M É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÕÓÌÏŒÍÑÍ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÉÎÁÍÉËÁ ÍÎÏÇÉÈ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË. ðÕÓÔØ M | ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Á T M | ÅÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÅ, É ÐÕÓÔØ F | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ, Ô.Å. ÇÌÁÄËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ x :

çåïíåôòéñ é ëìáóóéþåóëáñ íåèáîéëá 3

[0; 1] → M , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ x(0) = x_0, x(1) = x_1. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ L : T M → R, ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÌÁÇÒÁÎÖÉÁÎÏÍ, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÔÒÁ- ÅËÔÏÒÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÄÅÊÓÔŒÉÑ S(x) =

∫_1 0 L(x(t)) dt. óÌÅÄÕÅÔ ÐÏÑÓÎÉÔØ, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ L(x(t)).

ôÏÞËÉ T M ÜÔÏ ÐÁÒÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÔÏÞËÉ p ∈ M É ËÌÁÓÓÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÒÉŒÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M Œ ÔÏÞËÅ p (\ËÌÁÓÓÁ ËÁÓÁÎÉÑ"). äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÒÁÅËÔÏ- ÒÉÉ x : [0; 1] → M É ŒÓÑËÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ŒÒÅÍÅÎÉ t ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÏÞËÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ T M , ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÅ x(t) ∈ M É ËÌÁÓÓÕ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÒÉŒÙÈ Œ ÔÏÞËÅ x(t), ËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÓÁÍÁ ËÒÉŒÁÑ x. éÍÅÎÎÏ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ É ÎÁÄÏ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ÆÕÎËÃÉÀ L. œ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÐÒÉÍÅÒÁÈ L ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÌÁ ÓÏÂÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄŒÕÈ ÞÌÅÎÏŒ. ðÅÒŒÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T_pM ⊂ T M ÐÒÅŒÒÁ- ÝÁÌÓÑ Œ (ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ) ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ

∑_N i=1 m_i

2 |v_i|^2, Á ŒÔÏÒÏÊ ÂÙÌ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÆÕÎËÃÉÅÊ −V (x) ÎÁ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÉ M | ÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ T M → M , ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ \ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ" ÎÁ T M .

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÜÔÏ ŒÓÅ ŒÙÇÌÑÄÉÔ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ. ðÕÓÔØ L(x; v) | ÌÁÇÒÁÎ- ÖÉÁÎ; ÚÄÅÓØ x = (x_1; : : : ; x_n) | ÎÁÀÏÒ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M , Á v = (v_1; : : :; v_n) | ÎÁÂÏÒ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ. ôÏÇÄÁ S(x) = ∫_1 0 L(x_1(t); : : : ; x_n(t); _x_1(t); : : : ; _x_n(t)) dt. ðÕÓÔØ h(t) = (h_1(t); : : : ; h_n(t)) | ÛÅ- ŒÅÌÅÎÉÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ, ÐÒÉÞÅÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÄÏÌÖÎÙ ÓÏÂÌÀ- ÄÁÔØÓÑ, h(0) = h(1) = 0. éÍÅÅÍ S(x + h) = S(x) +

∑_n i=1 ∫_1 0 @L @x_i (x(t); _x(t))hi(t) + @L @v_i (x(t); _x(t))

_h_i(t) dt + o(‖h‖). éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ: S(x + h) −

S(x) =

∫_1 0 ∑_n i=1 (_{@L}

@x_i (x(t); _x(t))− d dt @L @v_i (x(t); _x(t)) ) h_i(t) dt+^{@L}_{@vi} (x(t); _x(t)) ) h_i(t) | | |^1_0+ o(‖h‖). œÎÅÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÊ ÞÌÅÎ ÒÁŒÅÎ 0 Œ ÓÉÌÕ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ, Á ÞÔÏ ËÁÓÁ- ÅÔÓÑ ÞÌÅÎÁ ÐÏÄ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ, ÔÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ x | ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌÁ S, ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ h. îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÐÒÉ h_i(t) ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Œ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ:^{@L}_{@xi} (x(t); _x(t)) −^d_{dt}^{@L}_{@vi} (x(t); _x(t)) = 0 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ i É ÐÒÉ ŒÓÅÈ t ∈ [0; 1]. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Œ ŒÙÐÉÓÁÎÎÙÈ ÒÁÎÅÅ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ x(t) ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ II ÐÏÒÑÄËÁ. äÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÏÂÙÞÎÏ ÉÍÅÀÔ ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ; ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:

ðÕÓÔØ L(x; v) : R^n × R^n → R | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ (x_0; v_0) ∈ R^n × R^n É ŒÓÑËÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ x : (−”; ”) → R, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ -x(t) = L(x(t); _x(t)) É x(0) = x_0, _x(0) = v_0.

ðÒÉÍÅÒ 4. óŒÏÂÏÄÎÁÑ ÞÁÓÔÉÃÁ (ÉÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÞÁÓÔÉÃ) ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ -x = 0. òÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÍÑÍÉ (x_0; v_0) ÅÓÔØ x(t) = x_0 + v_0t; ÏÎÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ.

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÅÅ ÎÁÞÁÌØ- ÎÙÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÓËÏÒÏÓÔØÀ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ F ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÂÒÁÚÉÔØ ÎÁ ÆÁÚÏŒÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T M , ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ x

ÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ x(0) ∈ M É ÓËÏÒÏÓÔØ _x(0) ∈ T_{x(0)}M (ËÏÔÏÒÁÑ ÅÓÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÓÁÍÏÊ ËÒÉŒÏÊ x(·)), ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÅ ÂÕÄÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÇÎÏÒÉÒÏŒÁÔØ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (ÓÍ., ÏÄÎÁËÏ, ÐÒÉÍÅÒ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÚÁÎÑÔÉÉ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÁÚÏŒÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÅÓÔØ É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÅÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ.

ðÒÏÄÅÌÁÎÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÚÁÏÄÎÏ, ÐÏÞÅÍÕ Œ ÍÅÈÁÎÉËÅ ÌÕÞÛÅ ÉÚÂÅ- ÇÁÔØ ÍÏÄÅÌÅÊ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ. œ ÔÏÞËÅ ÎÅÇÌÁÄËÏÓÔÉ (\ÍÅÒÔŒÏÊ ÔÏÞËÅ") ÓÉÓÔÅÍÙ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÄŒÉÖÅÎÉÑ. òÅÁÌØÎÏÅ ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ ÓÉ- ÓÔÅÍÙ ÂÕÄÅÔ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ ÆÁËÔÏÒÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÎÅ ÕÞÌÉ | ÓËÁÖÅÍ, Œ ÐÒÉÍÅÒÅ Ó 3 ÓÔÅÒÖÎÑÍÉ ÉÚ ÚÁÎÑÔÉÑ 2 | ÏÔ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ ÓÔÅÒÖÎÅÊ ÉÌÉ ÌÀÆÔÏŒ Œ ÛÁÒÎÉ- ÒÁÈ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÔÏÞËÉ ÎÅÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÔÏÞËÉ, Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÂÒÁÎÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÐÌÏÈÏ ÒÁÂÏÔÁÅÔ.