ìåôîññ ûëïìá \óïœòåíåîîáñ íáôåíáôéëá" éàìø 2004 ç.

òáúâéåîéñ é ðåòåóôáîïœëé.

úáîñôéå 1: ïçòáîéþåîîùå òáúâéåîéñ

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ Y (N; a; b) ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ N Œ ÓÕÍÍÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ a ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ b. ôÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ

(_n k ) q def= ∑_∞ N=0 Y (N; k; n − k)q^N . ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Y (0; a; b) = 1 ÐÒÉ ŒÓÅÈ a; b ≥ 0, É Y (N; a; 0) = Y (N; 0; b) = 0 ÐÒÉ N ¿ 0; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

(_n 0 ) q = (_n n ) q = 1 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ n.

çÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ ÉÚ ËÌÅÔÏÞÅË (ÉÈ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ àÎÇÁ), ÐÏÍÅÝÅÎÎÙÍÉ Œ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË a×b. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË Œ ÔÁËÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ab, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

(_n k ) q ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ q ÓÔÅÐÅÎÉ ab. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. Y (N; a; b) = Y (N; b; a) É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

(_n k ) q = (_n n−k ) q. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÔÒÁÚÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ àÎÇÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ y = −x. □

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ

(_n k ) q ŒÙÂÒÁÎÏ ÎÅÄÁÒÏÍ: Œ ÁÎÇÌÏÑÚÙÞÎÙÈ ËÎÉÇÁÈ ÓÉÍŒÏÌÏÍ

(_n k ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ (ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ-ÒÕÓÓËÉ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ C^k_n). îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÔÁËÖÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ:

(_n k ) = (_n n−k ) , É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

(_n 0 ) = (_n n ) = 1. äÌÑ ÎÉÈ ÉÍÅ- ÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

(_n k ) = (_{n−1} k ) + (_{n−1} k−1 ) , ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑ: 1 1 1 1 2 1 1 3 3 1 1 4 6 4 1 Œ ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁŒÎÏ ÓÕÍÍÅ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ ÐÒÑÍÏ ÎÁÄ ÎÉÍ ÓÐÒÁŒÁ É ÓÌÅŒÁ.

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÓÈÏÄÓÔŒÏ ÍÅÖÄÕ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ É q-ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÐÒÏÓÔÉÒÁÅÔÓÑ É ÄÁÌØÛÅ: ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ

(_n k ) q ÉÍÅÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÙ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.

(_n k ) q = (_{n−1} k ) q + q^{n−k} (_{n−1} k−1 ) q É (_n k ) q = q^k (_{n−1} k ) q + (_{n−1} k−1 ) q. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÔÏÒÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÚÁÍÅÎÙ k → n − k. äÌÑ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, ÐÏÍÅÝÁÀÝÉÅÓÑ Œ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ ÉÚ n − k ÓÔÒÏË É k ÓÔÏÌÂÃÏŒ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÁÍÁÑ ÄÌÉÎÎÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ | ŒÅÒÈÎÑÑ. éÍÅÀÔÓÑ ÄŒÁ ÓÌÕÞÁÑ: ŒÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ k, É ŒÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÕÀ ÄÌÉÎÕ.

œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔÒÅÖÅÍ ŒÅÒÈÎÀÀ ÓÔÒÏËÕ. ôÏÇÄÁ ÏÓÔÁŒÛÁÑÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ N − k ËÌÅÔÏË É ÐÏÍÅÝÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ n − k − 1 × k. ïÂÒÁÔÎÏ, ËÏ ŒÓÑËÏÊ ÔÁËÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÒÉÓÏŒÁÔØ ŒÅÒÈÎÀÀ ÓÔÒÏËÕ ÉÚ n − k ËÌÅÔÏË | ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÉÚ N ÔÏÞÅË Œ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ k × (n − k).

œÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Œ ÓÁÍÏÍ ÐÒÁŒÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÏÞÅË ÎÅÔ | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÐÏÍÅ- ÝÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ (k − 1) × (n − k). ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Y (N; k; n − k) = Y (N − k; k; n − k − 1) + Y (N; k − 1; n − k). õÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉ ÎÁ q^N É ÓÕÍÍÉÒÕÑ ÐÏ ŒÓÅÍ N , ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ. □

éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2 ÐÒÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ q ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ \q-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ðÁÓËÁÌÑ", Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÔÏÑÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ (_n k ) q : 1

1

1

1

1

1

1

1 1

1 + q

1 + q + q^2 1 + q + q^2

1 + q + q^2 + q^3 1 + q + q^2 + q^3

1 + q + 2q^2 + q^3 + q^4

1

2

1121112122

• • • • •

òÉÓ. 1. 6 ÅÄÉÎÉÃ, 4 ÄŒÏÊËÉ, 5 ÐÁÒ \21"

Œ ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÒÁŒÅÎ ÓÕÍÍÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÓÔÏÑÝÅÇÏ ÎÁÄ ÎÉÍ ÓŒÅÒÈÕ ÓÌÅŒÁ, É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÓÔÏÑ- ÝÅÇÏ ÓŒÅÒÈÕ É ÓÐÒÁŒÁ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁ q^k. ôÁË ÍÏÖÎÏ ÂÙÓÔÒÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ

(_n k ) q ÐÒÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ n É k.

éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÏÅ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ:

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ðÒÉ q = 1 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

(_n k ) q = (_n k ) =^{n!}_{k!(n−k)!} .

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ q = 1, ÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÌÑ

(_n k ) q ŒÙÇÌÑÄÑÔ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÄÌÑ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ:

(_n k ) q = (_{n−1} k ) q + (_{n−1} k−1 ) q, É

(_n 0 ) q = (_n n ) q = 1. üÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ

(_n k ) q ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ | ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ðÁÓËÁÌÑ ! | ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ

(_n k ) . œŒÉÄÕ ÅÇÏ ŒÁÖÎÏÓÔÉ, ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ. úÎÁÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (q) ÐÒÉ q = 1 ÒÁŒÎÏ ÓÕÍÍÅ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍ (ÎÅŒÁÖÎÏ, ÉÚ ÓËÏÌØËÉÈ ÔÏÞÅË), ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÍÅÓÔÉÔØ Œ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ k × (n − k), ÒÁŒÎÏ

(_n k ) . þÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ÔÁËÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ, ÎÕÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ k ÞÉÓÅÌ a_1; a_2; : : : ; a_k | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÓÔÏÌÂÃÁÈ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÏÌÖÎÙ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ n − k ≥ a_1 ≥ a_2 ≥ · · · ≥ a_k ≥ 0. ðÒÉÂÁŒÉÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÞÉÓÌÕ a_k ÅÄÉÎÉÃÕ, Ë a_{k−1} ÄŒÏÊËÕ, . . . , Ë a_1 | ÞÉÓÌÏ k. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÁÔÓÑ ÞÉÓÌÁ b_1; b_2; : : :; b_k, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ n ≥ b_1 ¿ b_2 ¿ · · · ¿ b_k ≥ 1. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÏÔÍÅÔÉÔØ k ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞÅË ÍÅÖÄÕ 1 É n. ëÁË ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÜÔÏ | ÞÉÓÌÏ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ

(_n k ) . äÌÑ ÞÉÓÌÁ Y (N; a; b) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ËÒÁÓÉŒÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ ð.á. íÁË-íÁÇÏÎÕ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. Y (N; a; b) ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ p_1; : : : ; p_{a+b} ÉÚ a ÄŒÏÅË É b ÅÄÉÎÉÃ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ N ÐÁÒ (p_i; p_j) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ i ¡ j, p_i = 2 É p_j = 1.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ N = 0, ÔÏ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÄÎÁ | ÓÎÁÞÁÌÁ ÉÄÅÔ b ÅÄÉÎÉÃ, Á ÐÏÔÏÍ a ÄŒÏÅË.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ N ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ ÉÚ N ÔÏÞÅË Œ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ a × b. ðÒÏŒÅÄÅÍ ÌÏÍÁÎÕÀ ÌÉÎÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÁŒÏÍ ŒÅÒÈÎÅÍ ÕÇÌÕ, ÉÄÅÔ ÎÁÌÅŒÏ ÄÏ ÐÅÒŒÏÊ ÔÏÞËÉ, ÚÁÔÅÍ ÓÐÕÓËÁÅÔÓÑ ŒÎÉÚ ÎÁ ÏÄÉÎ ÛÁÇ, ÏÐÑÔØ ÉÄÅÔ ÎÁÌÅŒÏ ÄÏ ÐÅÒŒÏÊ ÔÏÞËÉ, É Ô.Ä., ÐÏËÁ ÎÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ Œ ÌÅŒÏÍ ÎÉÖÎÅÍ ÕÇÌÕ (ÓÍ. ÒÉÓ. 1). ðÏ ÜÔÏÊ ÌÉÎÉÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. úÁËÏÄÉÒÕÅÍ ËÁÖÄÙÊ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÌÉÎÉÉ ÄŒÏÊËÏÊ, Á ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ | ÅÄÉÎÉÃÅÊ. ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉÃ, ÉÄÕÝÉÈ ÐÏÓÌÅ ÐÅÒŒÏÊ ÄŒÏÊËÉ, ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÔÏÞÅË Œ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÅ, ÐÏÓÌÅ ŒÔÏÒÏÊ ÄŒÏÊËÉ | ŒÏ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÅ, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. □