ìåôîññ ûëïìá \óïœòåíåîîáñ íáôåíáôéëá" éàìø 2004 ç.

òáúâéåîéñ é ðåòåóôáîïœëé. úáîñôéå 2: æïòíõìá üêìåòá

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.

(_n k ) q =^{(q)n}

(q)_k (q)_{n−k} , ÇÄÅ ÓÉÍŒÏÌÏÍ (q)s ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (1 − q)(1 − q

2) : : : Í(1 − q^s).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ a(n; k) =^{(q)n}_{(q)k(q)n−k} ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁÍ ÄÌÑ q-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, a(n; 0) = a(n; n) = 1, É

a(n − 1; k) + q^{n−k}a(n − 1; k − 1) =

(q)_{n−1} (q)_k(q)_{n−1−k}

+ q^{n−k}

(q)_{n−1} (q)_{k−1}(q)_{n−k} = = (q)_{n−1} (q)_{k−1}(q)_{n−1−k} ( 1 1 − q^k + q^{n−k} 1 − q^{n−k} ) = = (q)_{n−1} (q)_{k−1}(q)_{n−1−k}

1 − q^n (1 − q^k)(1 − q^{n−k}) = = (q)_n (q)_k(q)_{n−k}

= a(n; k): □ ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÅÐÅÒØ U (N; k) ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ N ÎÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÉÅ k. ïÞÅŒÉÄÎÏ, U (N; 1) = 1 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ N . ðÒÉ k > 1 ÄÌÑ U (N; k) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÕÄÏÂÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÎÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÁËÏÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. þÉÓÌÏ U (N; k) ÒÁŒÎÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ ÐÒÉ q^N Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ^1_{(q)k} =^1_{1−q} ·^1_{1−q2} · · · · ·^1_{1−qk} . éÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ k ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÕÍÍ ÒÁÓËÒÙŒÁÀÔÓÑ ÓËÏÂËÉ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÏÅ ÏÔÄÅÌØÎÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ŒÉÄÁ q^N ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ É ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ q^N ; ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÎ ÒÁŒÅÎ U (N; k).

äÁÄÉÍ ÄŒÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ.

ðÅÒŒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÁË ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÍ ÚÁÎÑÔÉÉ, ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ Y (N; k; n−k) ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ N ÎÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ k ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÉÈ n − k, ÒÁŒÎÏ^{(q)n}_{(q)k(q)n−k} =^{(1−qn−k+1 ):::(1−qn)}_{(q)k} . õÓÔÒÅÍÉÍ n Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÑ k ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ. ôÏÇÄÁ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ Ó ÒÏÓÔÏÍ n ÞÉÓÌÏ Y (N; k; n − k) ÐÅÒÅÓÔÁÎÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ É ÓÄÅÌÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÙÍ U (N; k).

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ^{(1−qn−k+1 ):::(1−qn)}

(q)_k ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ q ŒÓÅ ŒÏÚÒÁ-

ÓÔÁÀÝÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÞÉÓÌÏ s É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ q^s Œ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ. œÙÒÁÖÅÎÉÅ (1 − q^{n−k+1}) : : : (1 − q^n) ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÅÄÉÎÉÃÙ, Á ËÒÏÍÅ ÎÅÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ n ÔÏÌØËÏ q Œ ÓÔÅÐÅÎÑÈ, Â«ÏÌØÛÉÈ s. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ Ó ÒÏÓÔÏÍ n ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÅÒÅÓÔÁÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ | ÓÔÁÂÉÌÉÚÉ- ÒÕÅÔÓÑ, É ÐÒÉÞÅÍ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÅÎ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ ÐÒÉ q^s, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÍÕÓÑ ÐÒÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ Œ ÒÑÄ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ 1 (q)_k . □

œÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÔÁËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: ÓËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ N Œ ÓÕÍÍÕ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÒÁŒÎÙ k ? ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÔŒÅÔ ÔÁËÏŒ: ÅÓÌÉ N ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ k, ÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ, Á Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÈ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. üÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÅÝÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ N Œ ÓÕÍÍÕ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÒÁŒÎÙÈ k, ÒÁŒÎÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ ÐÒÉ q^N Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ

1 + q^k + q^{2k} + q^{3k} + · · · = 1 1 − q^k : þÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ N ÎÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÉÅ k, ÎÕÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ k ÞÉÓÅÌ a_1; a_2; : : :; a_k:

ÞÉÓÌÏ a_1 | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÅÄÉÎÉÃ Œ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ, ÞÉÓÌÏ a_2 | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÄŒÏÅË, É Ô.Ä. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÁ a_1; a_2; : : : ; a_k ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÃÅÌÙÍÉ É ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ (ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ a_i = 0 ŒÏÚÍÏÖÎÏ | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÒÁŒÎÙÈ i) É ÄÏÌÖÎÙ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ 1 · a_1 + 2 · a_2 + · · · + k · a_k = N . éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, U (N; k) ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Œ ÃÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ a_1; a_2; : : : ; a_k.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (1 + q + q^2 + : : : )(1 + q^2 + q^4 + : : : ) : : : (1 + q^k + q^{2k} + : : : ):

ðÒÉ ÒÁÓËÒÙÔÉÉ ÓËÏÂÏË ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ŒÉÄÁ q^{a1} q^{2a2} : : : q^{kak} , ÇÄÅ a_1; : : :; a_k | ÃÅÌÙÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ; ËÁÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÁÅÔ ŒËÌÁÄ, ÒÁŒÎÙÊ ÅÄÉÎÉÃÅ, Œ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ q^N , ÅÓÌÉ 1

28778ìåôîññ ûëïìá \óïœòåíåîîáñ íáôåíáôéëá"éàìø 2004 ç. 8778òáúâéåîéñ é ðåòåóôáîïœëé. úáîñôéå 2: æïòíõìá üêìåòá

É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ 1 · a_1 + 2 · a_2 + · · · + k · a_k = N . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ q^N ÒÁŒÅÎ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Œ ÃÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ a_1; a_2; : : : ; a_k, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁŒÅÎ U (N; k). □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2). ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ p(N ) ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ N ÒÁŒÎÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ ÐÒÉ q^N Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ

P_1(q)P_2(q)P_3(q) · · · = 1 (1 − q)(1 − q^2)(1 − q^3) : : : : úÄÅÓØ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ÐÒÉ ÒÁÓËÒÙÔÉÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓËÏÂÏË ÍÙ ŒÙÂÉÒÁÅÍ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÓËÏÂËÉ ÞÌÅÎ ŒÉÄÁ q^{kak} ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚ ŒÓÅÈ ÓËÏÂÏË, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ, ÍÙ ŒÙÂÉÒÁÅÍ ÅÄÉÎÉÃÕ, ËÏ- ÔÏÒÁÑ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅ ŒÌÉÑÅÔ. ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÍÏÎÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ q, ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÏÅ ÏÔÄÅÌØÎÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ŒÉÄÁ q^N ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ É ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ q^N ; ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÏÎ ÒÁŒÅÎ p(N ). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ N ÎÅ ÍÏÇÕÔ ŒÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÂÏÌØÛÉÅ N , ÐÏÜÔÏÍÕ p(N ) = q(N; N ). þÉÓÌÏ q(N; N ) ÒÁŒÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ ÐÒÉ q^N Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ P_1(q) : : : P_N (q). ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ P_{N+1}(q), P_{N+2}(q), É Ô.Ä., ÓÏÄÅÒÖÁÔ q ÔÏÌØËÏ Œ ÓÔÅÐÅÎÑÈ, ÂÏÌØÛÉÈ ÞÅÍ N , ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ q^N Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ P_1(q) : : : P_N (q) É Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ P_1(q) : : : P_N (q) : : : ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ.

úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ V (N ) | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ N ÎÁ ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V (N ) ÒÁŒÎÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ ÐÒÉ q^N Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ

v(q) = 1 (1 − q)(1 − q^3)(1 − q^5) : : : : úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ W (N ) | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ N ÎÁ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ W (N ) ÒÁŒÎÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ ÐÒÉ q^N Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ

w(q) = (1 + q)(1 + q^2)(1 + q^3) : : :

úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ v(q) = w(q). äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ V (N ) = W (N ).

ïÓÏÂÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ. åÓÌÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÒÙŒÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ ÎÁ ÐÅÒŒÏÍ, ŒÔÏÒÏÍ, É Ô.Ä., ÍÅÓÔÅ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: 1 − q = 1 − q (1 − q)(1 − q^2) = 1 − q −q^2 +q^3 (1 − q)(1 − q^2)(1 − q^3) = 1 − q −q^2 +q^4 +q^5 −q^6 (1 − q) : : : (1 − q^4) = 1 − q −q^2 +2q^5 + : : : (1 − q) : : : (1 − q^5) = 1 − q −q^2 +q^5 + : : :

óÌÁÇÁÅÍÙÅ, ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÖÉÒÎÙÍ ÛÒÉÆÔÏÍ, ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÔÓÑ, Ô.Å. ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÑÈ. ðÏÓÌÅ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÏÓÔÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ \ÓÔÁÂÉÌØÎÙÅ" ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÁËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ:

(1 − q)(1 − q^2)(1 − q^3) · · · = 1 + ∞∑ k=1 (−1)^k(q^{(3k2−k)=2} + q^{(3k2+k)=2}) = 1 − q − q^2 + q^5 + q^7 − q^{12} − : : :

ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÐÏÎÑÔÅÎ: ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ q^N ÒÁŒÅÎ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÄŒÕÈ ÞÉÓÅÌ | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ N Œ ÓÕÍÍÕ ÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, É ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ N Œ ÓÕÍÍÕ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ÂÕÄÅÔ ÄÁÎÏ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÚÁÎÑÔÉÑ.