ìåôîññ ûëïìá \óïœòåíåîîáñ íáôåíáôéëá" éàìø 2004 ç.

òáúâéåîéñ é ðåòåóôáîïœëé.

úáîñôéå 4. ôïöäåóôœï òïäöåòóá{òáíáîõöáîá

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ ˘(N; n) ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ N , Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ 2 (ÎÅÔ ÎÉ ÓÏÓÅÄÎÉÈ, ÎÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ), É ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ n. åÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ŒÅÌÉÞÉÎÕ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÎÅÔ, ÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ˘(N ). ôÁËÖÅ ŒŒÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ’_n(q) = ∑_∞ N=0 ˘(N; n)q^N É ’_∞(q) = ∑_∞ N=0 ˘(N )q^N . ïÞÅŒÉÄÎÏ, ’_n(q) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, Á ’_∞(q) | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ.

îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ’_0(q) = 1 É ’_1(q) = 1 + q (ÍÙ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÕÞÉÔÙŒÁÅÍ ÐÕÓÔÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ Ó ÓÕÍÍÏÊ 0, ÔÁË ÞÔÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ŒÓÅÈ ’_n(q) ÒÁŒÅÎ 1). ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, ŒÙÒÁÖÁÀÝÁÑ ’_n(q) ÞÅÒÅÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÞÌÅÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ’_n(q) = ’_{n−1}(q) + q^n’_{n−2}(q).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ìÀÂÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ N ÂÅÚ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓ- ÈÏÄÑÔ ÞÉÓÌÁ n, ÌÉÂÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÞÉÓÌÏ n, ÌÉÂÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ. œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ËÒÏÍÅ n, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÔ n − 2, É ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÒÁŒÎÁ N − n, Á ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÔ n − 1. ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ˘(N; n) = ˘(N:n − 1) + ˘(N − n; n − 2). õÍÎÏÖÁÑ ÅÇÏ ÎÁ q^N É ÓÕÍÍÉÒÕÑ ÐÏ ŒÓÅÍ N , ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ. □

òÅËÕÒÒÅÎÔÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÌÅÇËÏ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ’_n(q): ’_2(q) = 1 + q + q^2, ’_2(q) = 1 + q + q^2 + q^3 + q^4, ’_3(q) = 1 + q + q^2 + 2q^3 + 2q^4 + q^5, É Ô.Ä. åÓÌÉ q = 1, ÔÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ’_n(1) = ’_{n−1}(1) + ’_{n−2}(1), ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. ’_n(1) ÒÁŒÎÏ n-ÏÍÕ ÞÉÓÌÕ æÉÂÏÎÁÞÞÉ.

éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ’_n(q) ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ’_{n−1}(q) ÔÏÌØËÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ q Œ ÓÔÅÐÅÎÉ n É ŒÙÛÅ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ó ÒÏÓÔÏÍ n ÞÉÓÌÏ ˘(N; n) ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ; ÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÅÓÔØ ˘(N ). œ ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÍÏÖÎÏ ÐÉÓÁÔØ ’_∞(q) = lim_{n→∞} ’_n(q).

íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ’_n(q) ÔÅÓÎÏ ÓŒÑÚÁÎÙ Ó q-ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ’_n(q) = ∑_∞ k=−∞(−1) kq^{k(5k+1)=2}

(_{n+1}

[(n+1−5k)=2] ) q. œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÒÅÁÌØÎÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÔÅÍ k (ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ- ÎÙÍ), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ 0 ≤ [(n + 1 − 5k)=2] ≤ n + 1; ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ÓËÏÂËÉ ÏÚÎÁÞÁÀÔ ÃÅÌÕÀ ÞÁÓÔØ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ Ó ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍ ŒÅÓÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (n + 1)-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ q-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑ, ÐÒÉ- ÞÅÍ ÐÏÓÌÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÎÏÍÅÒ s ÂÅÒÅÔÓÑ s + 2, ÚÁÔÅÍ s + 5, ÚÁÔÅÍ s + 7, É Ô.Ä. | ÓÍ. ÒÉÓ. 1.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄŒÁÖÄÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ q-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑ (ÓÍ. ÚÁÎÑ- ÔÉÅ 1). îÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÏÂŒÅÄÅÎÎÙÈ ËÒÕÖËÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ q-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑ, ŒÚÑÔÙÈ Ó ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍ ŒÅÓÏÍ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ÄÌÑ q-ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ. œÓÑ ËÁÒÔÉÎÁ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÙÅ ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ (ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÏÂŒÅÄÅÎ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ); ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÅÄÕÔÓÑ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ. îÁ ÒÉÓ. 1 ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ n ÞÅÔÎÏ; ÄÌÑ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ n ËÁÒÔÉÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ. œÎÁÞÁÌÅ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ, ÏÂŒÅÄÅÎÎÙÍ ËÒÕÖËÏÍ, ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ŒÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ q-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÏÌÕÞÁ- ÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÒÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ŒÅÓÁÍÉ. üÌÅÍÅÎÔÙ, ÏÂŒÅÄÅÎÎÙÅ ËÒÕÖËÏÍ, ÏÓÔÁÀÔÓÑ ËÁË ÅÓÔØ (ÏÎÉ ŒÏÊÄÕÔ Œ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ), Á ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÚÁËÌÀÞÅÎÎÙÅ Œ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË,

(_n k−3 ) q (_n k−2 ) q (_n k−1 ) q (_n k ) q (_n k+1 ) q (_n k+2 ) q

(_{n−1} k−3 ) q (_{n−1} k−2 ) q (_{n−1} k−1 ) q (_{n−1} k ) q (_{n−1} k+1 ) q (_{n−1} k+2 ) q

(_{n−2} k−4 ) q (_{n−2} k−3 ) q (_{n−2} k−2 ) q (_{n−2} k−1 ) q (_{n−2} k ) q (_{n−2} k+1 ) q

òÉÓ. 1. óÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ 1

ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ ÅÝÅ ÒÁÚ | ÐÏ ÐÅÒŒÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ŒÚŒÅÛÅÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ ŒÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÕÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ (Œ ÜÔÏÍ É ÚÁËÌÀÞÁÀÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ), ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ŒÈÏÄÑÔ Œ ÓÕÍÍÕ Ó ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍ ŒÅÓÏÍ | ŒÅÓ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÏÂŒÅÄÅÎÎÙÈ ËÒÕÖËÏÍ, ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ òÏÄÖÅÒÓÁ{òÁÍÁÎÕÖÁÎÁ É ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ ÄÌÑ q-ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ, Á ŒÅÓ ÐÏÄÞÅÒËÎÕÔÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÐÒÏŒÏÄÉÔØ ÜÔÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏÄÒÏÂÎÏ | ÜÔÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏ, ÎÏ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÄÏÌÇÏ É ÓËÕÞÎÏ. ðÅÒÅÊÄÅÍ Œ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ n → ∞:

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2 (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2). ’_∞(q) = ∏_∞ m=0 1 (1−q^{5m+1} )(1−q^{5m+4}) .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

’_∞(q) = ∞∑ k=−∞ (−1)^kq^{k(5k+1)=2} lim_{n→∞} ( n + 1 [(n + 1 − 5k)=2] ) q =

= ∞∏ m=0 1 1 − q^m ∞∑ k=−∞ (−1)^kq^{k(5k+1)=2} =

(ÐÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ ÆÏÒÍÕÌÙ ñËÏÂÉ, ÓÍ. ÚÁÎÑÔÉÅ 3) = ∞∏ m=0 (1 − q^{5m})(1 − q^{5m+3})(1 − q^{5m+2}) 1 − q^m =

= ∞∏ m=0 1 (1 − q^{5m+1})(1 − q^{5m+4}) : □ ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÓÍÙÓÌ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ q^N Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ N ÎÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ ÎÉ ÒÁŒÎÙÈ, ÎÉ ÓÏÓÅÄÎÉÈ. ôÏÔ ÖÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ N ÎÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÅÓÑ), ÄÁÀÝÉÅ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 5 ÏÓÔÁÔËÉ 1 É 4. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÜÔÉ ÄŒÁ ÞÉÓÌÁ ÒÁŒÎÙ | ÜÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ òÏÄÖÅÒÓÁ{òÁÍÁÎÕÖÁÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ’_n(q) = ∑_∞ k=0 (_{n+1−k} k ) qq^{k2} É ŒÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÎÅÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ’_∞(q) = ∑_∞ k=0 q^{k2} (q)_k .

õËÁÖÉÔÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ.