4. ëÁË ÓÞÉÔÁÔØ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÙ

4.1. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

åÓÌÉ ÍÁÔÒÉÃÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÇÏ ÎÕÌÅÊ, ÔÏ ÞÁÓÔØ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ

det A = ∑ ß∈S_v

sgn(ı)A(ı); ÇÄÅ A(ı) = v∏ k=1 a_{k;ß(k)}; (8)

ÐÒÏÐÁÄÁÅÔ.

òÅÛÅÎÉÅ 1.16. œ ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÆÏÒÍÕÌÁ (8) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÇÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ, ÎÕÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÔÁËÏÊ ÆÁËÔ: ÅÓÌÉ Œ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ j ⩽ ı(j), ÔÏ ÐÅÒÅ- ÓÔÁÎÏŒËÁ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ (ÚÎÁÞÉÔ, j = ı(j)). üÔÏ ÐÒÏÓÔÏ: ŒÏÚØÍÅÍ ÌÀÂÏÊ ÃÉËÌ ÄÌÉÎÙ ÂÏÌØÛÅ 1, Á Œ ÎÅÍ | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ m. ôÏÇÄÁ m > ı(m). úÎÁÞÉÔ, Œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ŒÓÅ ÃÉËÌÙ ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ 1.

òÅÛÅÎÉÅ 1.17. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏË Œ ÍÁÔÒÉÃÅ A ÞÅÒÅÚ 2n. ðÕÓÔØ A(ı) ≠ 0. ôÏÇÄÁ ÉÚ ŒÉÄÁ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÍÏÖÎÏ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ ı(j) = n+ı_1(j), Á ı(n + j) = ı_2(j) (1 ⩽ j ⩽ n), ÇÄÅ ı_1; ı_2 | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÚÎÁË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÞÅÒÅÚ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÉÎŒÅÒÓÉÊ:

sgn(ı) = (−1)^{ÞÉÓÌÏ ÉÎŒÅÒÓÉÊ ß} =

= (−1)^{n2} (−1)^{ÞÉÓÌÏ ÉÎŒÅÒÓÉÊ ß1} (−1)^{ÞÉÓÌÏ ÉÎŒÅÒÓÉÊ ß2} = = (−1)^n sgn(ı_1) sgn(ı_2):

ðÏÜÔÏÍÕ

sgn(ı)A(ı) = (−1)^n sgn(ı_1)M(ı_1)(−1)^n sgn(ı_2)M(ı_2);

ÔÁË ÞÔÏ

det A = ∑ ß_1;ß_2

sgn(ı_1)M(ı_1)(−1)^n sgn(ı_2)M(ı_2) = det M · det M:

òÅÛÅÎÉÅ 1.18. (üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÅÊÛÅÅ.) íÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ Œ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁ ÂÕÄÕÔ ŒÈÏÄÉÔØ ÒÏŒÎÏ ÄŒÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÔÁË ÞÔÏ | | | | | |

– 1 0 0 : : : 0 – 1 0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : – 1 1 : : : : : : : : –

| | | | | | = –^n + (−1)^{n+1} (9)

(ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÚÎÁË | ÜÔÏ ÞÅÔÎÏÓÔØ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ (12 : : : )). ðÒÏ- ÝÅ ŒÓÅÇÏ ÜÔÏ ÕŒÉÄÅÔØ ÎÁ ÒÉÓ. 5, ÇÄÅ ÓÔÒÅÌËÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ. îÅÎÕÌÅŒÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ ÒÅÂÅÒ, ÞÔÏ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ŒÙÈÏÄÉÔ É Œ ËÁÖÄÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ ÚÁÈÏÄÉÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ (ÏÓÔÏŒÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÃÉËÌÏŒ). ôÅÐÅÒØ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÙ 4-1 òÉÓ. 5. óÌÕÞÁÊ n = 7

ŒËÌÀÞÁÅÍ Œ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÌÀÂÕÀ ÐÅÔÌÀ, ÔÏ ÄÏÌÖÎÙ ŒËÌÀÞÉÔØ É ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÐÅÔÌÉ.

íÁÔÒÉÃÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÎÏÊ ÓÔÒÏË ÎÁ ÓÔÏÌÂÃÙ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÊ. œ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉ- ÒÏŒÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ŒÈÏÄÑÔ ÔÅ ÖÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÔÏÌØËÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÍÅÎÑÅÔ- ÓÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÎÕÀ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÅÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÞÅÔÎÏÓÔØÀ ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ÎÅÊ, ÔÏ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÏÍ ÉÓÈÏÄÎÏÊ. é ŒÏÏÂÝÅ, ÐÏÞÔÉ ŒÏ ŒÓÅÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑÈ ÐÒÏ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÙ ÅÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÙ ÓÔÒÏË ÎÁ ÓÔÏÌÂÃÙ. äÁÌÅÅ ÍÙ ÐÒÉŒÏÄÉÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏ ÓÔÒÏËÉ, Á ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÉÍÉ ÂÕÄÅÍ É ÄÌÑ ÓÔÒÏË, É ÄÌÑ ÓÔÏÌÂÃÏŒ.

4.1.1. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÓÔÒÏËÅ

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A \ (j; k) (j; k)-ÍÉÎÏÒ, Ô. Å. ÍÁÔÒÉÃÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁ- ÅÔÓÑ ÉÚ A ŒÙÞÅÒËÉŒÁÎÉÅÍ j-Ê ÓÔÒÏËÉ É k-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ (ÍÉÎÏÒ). äÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ ÌÉÎÅÅÎ ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. úÁÐÉÓÙŒÁÑ ÅÇÏ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

det A = n∑ k=1 a_{1k}(−1)^{k+1} det A \ (1; k): (10)

úÎÁË ÕÞÉÔÙŒÁÅÔ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÞÅÔÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÍÉÎÏÒÕ. æÏÒÍÕÌÁ (10) ÄÁÅÔ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁ, ËÏÔÏ- ÒÙÊ ÔÁË ÖÅ ÐÌÏÈ Ó ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ËÁË É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (8). îÏ ÚÁÔÏ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ Œ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÁÇÁÔØ ÐÏ j-Ê ÓÔÒÏËÅ, ÔÏÌØËÏ ŒÍÅÓÔÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ (−1)^{k+1} ÂÕÄÅÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ (−1)^{k+j} .

ïÔÍÅÔÉÍ ŒÁÖÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (10): ÅÓÌÉ Œ ÍÁÔÒÉÃÅ ÅÓÔØ ÎÕ- ÌÅŒÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÉÌÉ ÎÕÌÅŒÏÊ ÓÔÏÌÂÅÃ, ÔÏ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁŒÅÎ 0.

òÅÛÅÎÉÅ 1.18. (üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ.) òÁÚÌÁÇÁÑ ÐÏ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÕÍÍÕ ÄŒÕÈ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÏŒ ÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ (ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÅÔÅÒ- ÍÉÎÁÎÔÁ ÎÉÖÎÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ŒÅÒÎÁ ÔÁ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÞÔÏ É ÄÌÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁ ŒÅÒÈÎÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ). ðÏÌÕÞÁÅÍ Œ ÉÔÏÇÅ

det A = – · –^{n−1} − (−1)^n · 1:

4-2 òÅÛÅÎÉÅ 1.20. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ ÍÁÔÒÉÃÙ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÇÏ ÎÁÓ ŒÉÄÁ Ó n ÓÔÒÏËÁÍÉ ÞÅÒÅÚ P_n. òÁÚÌÁÇÁÑ ÐÏ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÅ, Á ÚÁÔÅÍ | ÐÏ ÐÅÒ- ŒÏÍÕ ÓÔÏÌÂÃÕ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ P_n = −P_{n−2}. ðÅÒŒÙÅ ÞÌÅÎÙ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ P_n ÌÅÇËÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ: P_2 = −1, P_3 = 0. ðÏÜÔÏÍÕ P_{2n+1} = 0, P_{2n} = (−1)^n.

4.1.2. áÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ j-À ÓÔÒÏËÕ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÞÅÒÅÚ a_j É ÚÁÐÉÛÅÍ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ n ÓÔÒÏË:

det A = det(a_1; a_2; : : : ; a_n):

óÔÒÏËÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÏ. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓ- ÌÉ ÕÍÎÏÖÉÔØ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÓÔÒÏËÕ ÎÁ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ É ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ ÕÍÎÏÖÉÔÓÑ ÎÁ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ.

ìÅÍÍÁ 5. ðÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÄŒÕÈ ÓÔÒÏË ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏ- ÞÔÉ Œ ÔÁËÏÍ ÖÅ ŒÉÄÅ, ÞÔÏ É ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ ÉÓÈÏÄÎÏÊ. îÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÕÍÎÏ- ÖÉÔØ ŒÓÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÎÁ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÀ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÕÀ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÍÙÍ ÓÔÒÏËÁÍ. üÔÏ ÉÚÍÅÎÉÔ ÚÎÁË. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. åÓÌÉ Œ ÍÁÔÒÉÃÅ ÅÓÔØ ÐÁÒÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÓÔÒÏË, ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ ÒÁŒÅÎ 0.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2. åÓÌÉ ÄÏÂÁŒÉÔØ Ë ÓÔÒÏËÅ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÒÏËÕ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ.

òÅÛÅÎÉÅ 1.19. (éÎÄÕËÔÉŒÎÏÅ.) œÙÞÔÅÍ ÐÅÒŒÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ, ÐÏÔÏÍ | ÐÏÌÕÞÉŒÛÕÀÓÑ ŒÔÏÒÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ É Ô. Ä. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÃÅ- ÐÏÞËÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒ: | | | | | |

1 1 1 : : : 1 1 2 2 : : : 2 1 2 3 : : : 3 : : : : : : : : : : : : : : : : 1 2 3 : : : n

| | | | | | =

| | | | | |

1 1 1 : : : 1 0 1 1 : : : 1 0 1 2 : : : 2 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 0 1 2 : : : n − 1

| | | | | | =

| | | | | |

1 1 1 : : : 1 0 1 1 : : : 1 0 0 1 : : : 1 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 0 0 1 : : : n − 2

| | | | | | = · · · =

=

| | | | | |

1 1 1 : : : 1 0 1 1 : : : 1 0 0 1 : : : 1 : : : : : : : : : : : : : : : : 0 0 0 : : : 1

| | | | | | = 1:

òÅÛÅÎÉÅ 1.13. (áÌÇÏÒÉÔÍ çÁÕÓÓÁ.) áÌÇÏÒÉÔÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ. äÁÄÉÍ ÅÇÏ ËÒÁÔËÏÅ ÏÐÉÓÁ- ÎÉÅ. œÙÂÅÒÅÍ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÁÔÒÉÃÙ É ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ- ÃÏŒ ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÍ ÅÇÏ Œ ÐÅÒŒÕÀ ÓÔÒÏËÕ É ÐÅÒŒÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ (ÅÓÌÉ ÎÅÔ ÎÅÎÕÌÅ- ŒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁŒÅÎ 0). ôÅÐÅÒØ ÄÏÂÁŒÌÑÑ ÐÅÒŒÕÀ ÓÔÒÏËÕ 4-3

Ó ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ Ë ÓÔÒÏËÁÍ 2, . . . , n, ÓÄÅÌÁÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ Œ ÓÔÒÏËÁÈ 2, . . . , n ÒÁŒÎÙÍÉ 0. ðÏŒÔÏÒÉÍ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏ ÜÔÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ Ó ÍÉÎÏÒÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÍÓÑ ŒÙÞÅÒËÉŒÁÎÉÅÍ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÉ É ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÔÏÌÂ- ÃÁ. œ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ, ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ ËÏÔÏÒÏÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ ÒÁŒÅÎ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÕ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ, þÔÏÂÙ ÕÓÔÁ- ÎÏŒÉÔØ ÚÎÁË, ÎÕÖÎÏ ÐÏÄÓÞÉÔÙŒÁÔØ ÞÅÔÎÏÓÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÎÙÈ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂÃÏŒ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. åÓÌÉ ŒÙ ÒÅÛÉÔÅ ÚÁÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ çÁÕÓÓÁ É ÂÕ- ÄÅÔÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÞÉÓÌÁ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÒÁÚÒÑÄÎÏÓÔÉ, ŒÁÓ ÍÏÖÅÔ ÏÖÉÄÁÔØ ÎÅÐÒÉÑÔÎÙÊ ÓÀÒÐÒÉÚ. œÓÅ ÒÅÁÌØÎÙÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÏŒÏÄÑÔÓÑ ÐÏ ÄÒÕÇÉÍ ÁÌ- ÇÏÒÉÔÍÁÍ.

4.2. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ

íÁÔÒÉÃÙ ÍÏÖÎÏ ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ É ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ:

(AB)_{jk} = n∑ s=1 A_{js}B_{sk}: (11)

ìÅÍÍÁ 6. det(AB) = det A det B.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓËÒÏÅÍ ÓËÏÂËÉ É ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÐÏÄÏÂÎÙÅ.

œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (6) ÂÕÄÕÔ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ŒÉÄÁ

sgn(ı_1) sgn(ı_2)A(ı_1)B(ı_2);

ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÓÏËÒÁÝÁÅÔÓÑ.

œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÏ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÂÕÄÕÔ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ŒÉÄÁ

S(ı; f) = sgn(ı) n∏ j=1 A_{jf(j)}B_{f(j)ß(j)};

ÇÄÅ ı | ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ, Á f : [n] → [n] | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. óÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÔÅÍ f, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ, ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ f(j) = f(m). ôÏÇÄÁ S(ı; f) = −S(ı ∘ (jm); f). åÓÌÉ f | ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ı_1 = f, ı_2 = f^{−1} ∘ ı. ôÏÇÄÁ

S(ı; f) = sgn(ı)A(ı_1)B(ı_2) = sgn(ı_1) sgn(ı_2)A(ı_1)B(ı_2):

íÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍÉ Œ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÆÏÒÍÕÌÙ (6). □

òÅÛÅÎÉÅ 1.19. (œ ÏÄÎÕ ÓÔÒÏÞËÕ.)

1 1 1 : : : 1 1 2 2 : : : 2 1 2 3 : : : 3 : : : : : : : : : : : : : : : : 1 2 3 : : : n = 1 0 0 : : : 0 1 1 0 : : : 0 1 1 1 : : : 0 : : : : : : : : : : : : : : : : 1 1 1 : : : 1 · 1 1 1 : : : 1 0 1 1 : : : 1 0 0 1 : : : 1 : : : : : : : : : : : : : : : : 0 0 0 : : : 1 :

4-4

4.3. óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ

íÎÏÇÏÞÌÅÎ det(–I − A) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÍÁÔÒÉÃÙ A. åÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÒÁŒÎÁ n, ÔÁË ÞÔÏ Õ ÎÅÇÏ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ) ÒÏŒÎÏ n ËÏÒÎÅÊ (ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ). ïÎÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ A. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ œÉÅÔÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ | ÜÔÏ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ðÒÁŒÉÌØÎÅÅ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÎÅ Ï ÍÁÔÒÉÃÁÈ, Á ÏÂ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ðÒÉÍÅÒ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ | ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÚÍÅÒÁ n×1 (ŒÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂÃÙ). œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÏÌÎÑÌÉÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ (ÌÁÔÉÎÓËÉÍÉ ÂÕËŒÁÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ŒÅËÔÏÒÙ, Á ÇÒÅÞÅÓËÉÍÉ | ÞÉÓÌÁ):

x + y = y + x; x + (y + z) = (x + y) + z; x + 0 = x; (−x) + x = 0;

–(x + y) = (–x) + (–y); (¸ + ˛)x = (¸x) + (˛x); ¸(˛x) = (¸˛)x; 1 · x = x:

úÄÅÓØ 0 | ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, (−x) | ŒÅËÔÏÒ, ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÊ x. ðÏ- ÓËÏÌØËÕ 0x = 0, (−1)x = −x, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÅ ŒÏÌØÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÅ ÐÒÉŒÏ- ÄÑÔ Ë ÐÅÞÁÌØÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑÍ.

âÁÚÉÓ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ | ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1; : : : ; e_d; : : : , ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ŒÅËÔÏÒ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉ- ÎÁÃÉÉ x = ∑ j ¸_j e_j

(Œ ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ). ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ. úÄÅÓØ ÍÙ ŒÓÀÄÕ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÔÁËÉÅ ËÁË ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂÃÏŒ.

õÓÌÏŒÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÁÑ ÎÅ- ÔÒÉŒÉÁÌØÎÁÑ (ÉÍÅÀÝÁÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ) ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÅ ÒÁŒÎÁ 0.

ôÅÏÒÅÍÁ (Ï ÂÁÚÉÓÅ). ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÌÀÂÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ. üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ e_1; : : : ; e_d; f_1; : : : ; f_n É e_1; : : : ; e_d; g_1; : : : ; g_m | ÄŒÁ ÂÁ- ÚÉÓÁ. œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ f_n ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ŒÓÔÒÅÔÉÔÓÑ ÏÄÉÎ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ g_k (ÉÎÁÞÅ ÐÅÒŒÙÊ ÎÁÂÏÒ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÔØ ÕÓÌÏŒÉÀ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ). âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ f_n = ¸g_m + a. îÏ ÔÏÇÄÁ e_1; : : : ; e_d; g_1; : : : ; g_{m−1}; f_n | ÔÏÖÅ ÂÁÚÉÓ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÅÒÅÛÌÉ Ë ÐÁ- ÒÅ ÂÁÚÉÓÏŒ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ 1 ÂÏÌØÛÅ ÏÂÝÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ, ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÐÁÒÅ e_1; : : : ; e_{d+n} É e_1; : : : ; e_{d+n}; g_1; : : : . éÚ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏ- ÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓÙ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. □

(ìÉÎÅÊÎÙÊ) ÏÐÅÒÁÔÏÒ | ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ, ÞÔÏ A(¸x + ˛y) = ¸Ax + ˛Ay. åÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ ÂÁÚÉÓ e_1; : : : ; e_d, ÔÏ 4-5

ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ŒÅËÔÏÒ x = x_1e_1 + x_2e_2 + · · · + x_de_d ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

Ax = y = y_1e_1 + · · · + y_de_d; y = d∑ k=1 x_kAe_k = d∑ k=1 x_k d∑ j=1 a_{jk}e_j ;

y_j = d∑ k=1 a_{jk}x_k:

íÁÔÒÉÃÁ (a_{jk}) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; : : : ; e_d. ïÐÅ- ÒÁÔÏÒ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ É ÍÁÔÒÉÃÅÊ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

ìÅÍÍÁ 7. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÍÁÔÒÉÃ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ ÌÀÂÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ ÂÁÚÉÓÅ {e_j } ÞÅÒÅÚ A = (a_{jk}), Á Œ ÂÁÚÉÓÅ {f_j } ÞÅÒÅÚ A^′ = (a^′_{jk}). þÅÒÅÚ B = (b_{jk}) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ e Ë f: f_k = ∑ s b_{sk}e_s. íÁÔÒÉÃÁ B ÏÂÒÁÔÉÍÁ: ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉÃÕ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ f Ë e ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ C, ÔÏ

f_k = ∑ s b_{sk}e_s = ∑ s;r b_{sk}c_{rs}f_r; Ô. Å. CB = I; C = B^{−1}:

œÙÞÉÓÌÉÍ ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ Ae_k:

Ae_k = ∑ s a_{sk}e_s = ∑ j;r a_{sk}(b^{−1})_{rs}f_r;

Ae_k = A ( ∑ s (b^{−1})_{sk}f_s ) = ∑ s (b^{−1})_{sk}Af_s = ∑ s;r (b^{−1})_{sk}a^′_{rs}f_r:

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, A^′B^{−1} = B^{−1}A. ðÏÜÔÏÍÕ A^′ = B^{−1}AB.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÌÅÍÍÕ 6:

det(–I − A^′) = det(–I − B^{−1}AB) = det ( B^{−1}(–I − A)B ) = = det B^{−1} det(–I − A) det B = det(A − –I): □ ïÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ | ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: Õ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÁ ÅÓÔØ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ. óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ x ≠ 0 ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ Ax = –x (– | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÜÔÏÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ).

ìÅÍÍÁ 8. det A = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÉÍÅÅÔ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ ÐÏ- ÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË: ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ x ≠ 0, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ Ax = 0. 4-6 äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÓÌÏŒÉÅ Ax = 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ ËÏÍ- ÂÉÎÁÃÉÑ ÓÔÏÌÂÃÏŒ A, ÒÁŒÎÁÑ 0. îÏ ÔÏÇÄÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÔÏÌÂÃÏŒ A ÒÁŒÅÎ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ, ÐÏÜÔÏÍÕ det A = 0.

ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ≠ 0 ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ Ax ≠ 0. œÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ e_1; : : : ; e_n. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ (ŒÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ) ŒÅËÔÏÒÏŒ Ae_1; : : : ; Ae_n ÓÏ- ŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ ŒÉÄÁ Ax, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Im A. åÓÌÉ Ae_1; : : : ; Ae_n ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ Œ Im A, ÔÏ ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ x, ÄÌÑ ËÏ- ÔÏÒÏÇÏ Ax = 0. úÎÁÞÉÔ, Ae_1; : : : ; Ae_n | ÂÁÚÉÓ Œ Im A. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÂÁÚÉÓÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. úÎÁÞÉÔ, L ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ y = Ax ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y. üÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ | ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ y = Ax_1 = Ax_2 ÓÌÅÄÕÅÔ A(x_1 −x_2) = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A^{−1}. îÏ

det I = det(A^{−1}A) = det A^{−1} det A ≠ 0:

úÎÁÞÉÔ, det A ≠ 0, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ.

òÅÛÅÎÉÅ 1.18. (œÁÖÎÏÅ.) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÄŒÉÇÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÍÁÔÒÉÃÅÊ

C_n =

| | | | | |

0 1 0 0 : : : 0 0 1 0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 0 1 1 : : : : : : : 0

| | | | | | Œ ÂÁÚÉÓÅ e_j , j = 0; : : : ; n − 1. ðÒÑÍÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÐÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ

x_k = n−1∑ j=0 e^{2ßjk=n}e_j

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÄÌÑ C_k:

C_nx_k = n−1∑ j=0 e^{2ßjk=n}C_ne_j = n−1∑ j=0 e^{2ß(j+1)k=n}e_j = e^{2ßk} n−1∑ j=0 e^{2ßjk=n}C_ne_j = –_kx_k:

ðÏÜÔÏÍÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ C_n ÒÁŒÅÎ ∏ k(– − –_k) = –^n − 1.

ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ (−1)^n ÜÔÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó (9).

4.4. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ É ÜÒÍÉÔÏŒÙ ÍÁÔÒÉÃÙ

óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÉ. òÏÄÓÔŒÅÎ- ÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ | ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÍÁÔÒÉÃÁ. äÌÑ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ H ŒÙÐÏÌÎÑ- ÀÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÑ H_{jk} = —H_{kj} (ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÅ É ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ). 4-7 åÓÌÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ, ÔÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ É ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÍÁÔÒÉÃ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. üÒÍÉÔÏŒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÔÅÓÎÏ ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ, ËÏÔÏÒÏÅ Œ ÓÌÕÞÁÅ ŒÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

⟨x; y⟩ = ⟨(x_1; : : : ; x_n); (y_1; : : : ; y_n)⟩ = ∑ j —x_jy_j: (12)

úÄÅÓØ —z | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ëÁË ŒÉÄÎÏ ÉÚ (12), ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÏ. ïÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ – ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÕÍÎÏ- ÖÁÅÔÓÑ ÎÁ —–.

äÏËÁÖÅÍ ÐÒÑÍÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ ⟨x; Hy⟩ = ⟨y; Hx⟩:

⟨y; Hx⟩ = ∑ j;k —y_j H_{jk}x_k = ∑ j;k y_j —H_{jk} —x_k = ∑ j;k —x_kH_{kj}y_j = ⟨x; Hy⟩:

ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ⟨x; Hx⟩ | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ⟨x; Hx⟩ = ⟨x; Hx⟩. é ÏÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ŒÙ- ÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ⟨x; Hx⟩ = ⟨x; Hx⟩, Ô. Å. ∑ j;k —x_j H_{jk}x_k = ∑ j;k —x_j —H_{kj}x_k;

ÔÏ ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ H_{jk} = —H_{kj}. üÔÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÒÍÉÔÏŒÏÓÔØ | ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÎÅ ÍÁÔÒÉÃÙ, Á ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ (ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ).

üÒÍÉÔÏŒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÅÓÔØ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, Á ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ | ŒÓÅÇÄÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ.

œÏÔ ËÏÒÏÔËÉÊ ÎÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÕÓÔØ Hx = –x, ÔÏÇÄÁ ⟨x; Hx⟩ = –⟨x; x⟩, ÚÎÁÞÉÔ – | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ. óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏ- ÒÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ: ÅÓÌÉ –_1 ≠ –_2 É Hx_k = –_kx_k, ÔÏ

–_1⟨x_2; x_1⟩ = ⟨x_2; Hx_1⟩ = ⟨x_1; Hx_2⟩ = –_2⟨x_1; x_2⟩ = –_2⟨x_2; x_1⟩;

ÚÎÁÞÉÔ ⟨x_2; x_1⟩ = 0.

ðÕÓÔØ V_˘ | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÅÍ –. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ V^⊥_˘ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌØÎÙÈ ŒÓÅÍ ŒÅËÔÏÒÁÍ ÉÚ V_˘. ìÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ x ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ x_1 + x_2, ÇÄÅ x_1 ∈ V_˘, x_2 ∈ V^⊥_˘ | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ x ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ŒÅËÔÏÒÁ x ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L | ÜÔÏ ÔÁËÏÊ ŒÅËÔÏÒ ‘ ∈ L, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ‘^′ ∈ L ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ⟨x; ‘^′⟩ = ⟨‘; ‘^′⟩. ðÏÞÅÍÕ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÒÏ- ÅËÃÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ? úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ⟨x; ·⟩ | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ 4-8

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L, Á ÂÁÚÉÓÏÍ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÁ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ L. úÎÁÞÉÔ, ⟨x; ·⟩ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ⟨‘; ·⟩, ‘ ∈ L. òÕÔÉÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ- ÎÙÈ ÐÒÏÅËÃÉÊ x ÎÁ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁŒÎÁ x É ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ.

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V^⊥_˘ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ H, Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ V^⊥_˘ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ Hx ∈ V^⊥_˘ :

⟨v; Hx⟩ = ⟨x; Hv⟩ = —–⟨v; x⟩ = 0:

ðÏÜÔÏÍÕ ÚÁŒÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔÉ, ŒÙÄÅÌÑÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É ÐÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÅÇÏ ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌØÎÏÍÕ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÀ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

òÅÛÅÎÉÅ 1.21. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ ÞÅÒÅÚ K_n. ðÒÑÍÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ K^2_n = (n − 2)K_n + (n − 1)I. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ –^2 − (n − 2)– − (n − 1) = 0, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄŒÁ ËÏÒÎÑ: −1 É n − 1. óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅË- ÔÏÒ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ŒÔÏÒÏÍÕ ÞÉÓÌÕ, ÕÇÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÍÅÎÔÁÌØÎÏ: ÜÔÏ ŒÅËÔÏÒ (1; 1; : : : ; 1) (ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÚÁÐÉÓÉ ÍÙ ÐÉÛÅÍ ÓÔÏÌÂÅÃ Œ ÓÔÒÏÞËÕ). ïÒÔÏÇÏ- ÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÜÔÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ x = (x_1; : : : ; x_n), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÀ

x_1 + x_2 + · · · + x_n = 0:

îÏ ÔÏÇÄÁ (K_nx)_k ÒÁŒÎÏ ÓÕÍÍÅ ŒÓÅÈ x_j , ËÒÏÍÅ x_k, Ô. Å. ÒÁŒÎÏ −x_k.

éÔÁË, ÅÓÔØ ÏÄÎÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n − 1 É n − 1 ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ −1. äÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ ÒÁŒÅÎ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ, Ô. Å. (−1)^{n−1}(n − 1).

4.5. ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ

œÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ (ÔÅÎÚÏÒÎÏ) ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ. ðÕÓÔØ L; M | ÄŒÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ ÔÅÎÚÏÒÎÏ- ÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ L ⊗ M ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ŒÉÄÁ x ⊗ y, x ∈ L, y ∈ M. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏ- ÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L ⊗ M É ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ⊗: L × M → L ⊗ M, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÀ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ: ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÇÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’: L × M → F ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¸: L ⊗ M → F , ËÏÔÏÒÏÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ’ = ¸ ∘ ⊗.

åÓÌÉ {e_j } | ÂÁÚÉÓ Œ L, Á {f_k} | ÂÁÚÉÓ Œ M, ÔÏ L ⊗ M ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÏ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ∑ j;k x_{jk}e_j ⊗ f_k:

ôÒÅÂÕÅÍÏÅ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ⊗ ∑ j a_j e_j; ∑ k b_kf_k = ∑ jk a_j b_k(e_j ⊗ f_k): (13)

4-9 óŒÏÊÓÔŒÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ e_j ⊗ f_k ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¸ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ: ¸(e_j ⊗ f_k) = ’(e_j ; f_k), ÎÁ ÏÓÔÁÌØ- ÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÁ ÏÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ.

éÚ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÒÁŒÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.

ôÅÐÅÒØ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÓËÁÚÁÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÄÌÑ ŒÙŒÏÄÁ ÎÅ- ÓËÏÌØËÉÈ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÓÌÅÄÓÔŒÉÊ.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÉÄÁ {g_j ⊗h_k}, ÇÄÅ g_j | ÂÁÚÉÓ Œ L, h_k | ÂÁÚÉÓ Œ M, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ Œ L ⊗ M. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÄÓÔÁŒÉÍ Œ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ŒÍÅÓÔÏ F ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ {g_j ⊗ h_k} ŒÍÅÓÔÅ Ó ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ’. ôÏÇÄÁ ¸ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ĂÎÁĄ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ. úÎÁÞÉÔ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÅÒÅŒÏ- ÄÉÔ ÂÁÚÉÓ Œ ÂÁÚÉÓ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A: L → L, B : M → M É ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ (A ⊗ B): (u; v) → (Au) ⊗ (Bv) Œ L ⊗ M. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¸ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ⊗ B : L ⊗ M → L ⊗ M, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ A É B.

œ ÓÌÕÞÁÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A; B ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ A ⊗ B | ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ A É B. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ ŒÓÅÇÄÁ.

òÅÛÅÎÉÅ 1.22. íÁÔÒÉÃÁ H_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ n-Ê ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÍÁÔÒÉ-

ÃÙ H_1 = ( 1 1 1 −1 ) , ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÎÙ ± √ 2. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÏÂ-

ÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ H_n ÒÁŒÎÙ ±2^{n=2}, ÐÒÉÞÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÏÒÏŒÎÕ. ðÏÜÔÏÍÕ det H_n = 2^{2n−1 n} ÐÒÉ n > 1.

4-10