çÅÏÍÅÔÒÉÑ, ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÙÈ ÎÁËÒÙÔÉÊ ÓÆÅÒÙ

í.ü.ëÁÚÁÒÑÎ

áÎÎÏÔÁÃÉÑ

œÓÑËÕÀ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÎÁÄ ÓÆÅÒÏÊ òÉÍÁÎÁ, ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÏÅ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÙÈ ÎÁËÒÙÔÉÊ ÉÇÒÁÅÔ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÅ. ïÎÁ ÓŒÑÚÁÎÁ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Ó ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÁÆÏŒ, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ - Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉ- ÅÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÍÏÄÕÌÅÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏ- ÓÔÑÈ. œÓÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÙ Œ ËÕÒÓÅ, ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÒÎÙ É ÉÍÅÀÔ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ. ïÄÎÁËÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ÍÎÅ ÄÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÁ ÉÚ ÎÉÈ ÔÒÅÂÕÀÔ ÐÒÉŒÌÅÞÅÎÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ É ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÔÏÄÏŒ, ÄÁÌÅËÏ ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÛËÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÅ- ÍÁÔÉËÉ. ñ ÎÁÄÅÀÓØ ÐÒÉŒÌÅÞØ ÕÞÁÓÔÎÉËÏŒ ÚÁÎÑÔÉÊ Ë ÐÏÉÓËÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ- ÎÙÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ É ÇÉÐÏÔÅÚ. âÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂ- ÎÏ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÙÈ ÎÁËÒÙÔÉÊ ÓÆÅÒÙ ÍÏÖÎÏ ÎÁ ÕÞÅÂÎÏ-ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÓËÏÍ ÓÅÍÉÎÁÒÅ îíõ ÐÏÄ ÒÕËÏŒÏÄÓÔŒÏÍ í.ü. ëÁÚÁÒÑ- ÎÁ É ó.ë. ìÁÎÄÏ.

1. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ

ïÄÉÎ ÉÚ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÎÁÛÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÊ | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x:

P (x) = x^n + a_{n−1} x^{n−1} + · · · + a_0:

ïÂÙÞÎÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÍÅÔÏÍ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ. íÙ ÖÅ ÐÏÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÎÁ ÎÅÇÏ Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ: ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x → P (x) ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ C Œ ÓÅÂÑ?

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÎÁÞÁÌÅ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x) = x^2. ðÒÉ ŒÏÚŒÅÄÅ- ÎÉÉ Œ ËŒÁÄÒÁÔ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÕÄŒÁÉŒÁÅÔÓÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x → x^2 ĂÏÂÍÁÔÙŒÁÅÔĄ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÄŒÁÖÄÙ ŒÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. õ ÔÏÞËÉ 0 ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏÍ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ 0, Á Õ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ y, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÄŒÁ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑ- ÀÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÐÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ÔÏÞËÉ y ŒÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

Á) x → x^2 Â) x → x^n

òÉÓ. 1. ôÏÞËÁ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÎÁËÒÙÔÉÑ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x → x^2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ 2 ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ C Ó ŒÅÔŒÌÅÎÉÅÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. üÔÏ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÕÓÌÏŒÎÏ ÉÚÏÂÒÁ- ÖÅÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 1a. ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÎÁËÒÙÔÉÑ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÁÑ ÎÁ ÜÔÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ, ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÌÉÎÉÀ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÜÔÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÇÌÁÄËÁÑ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ C ), Á ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ Œ ÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ÎÁÛÅÇÏ ÔÒÅÈ- ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ðÏÈÏÖÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x → x^n ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÔÕ- ÒÁÌØÎÏÇÏ n. üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ n-ÌÉÓÔÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ, ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÙÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. õ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ y ŒÎÅ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ n ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÚ y. ðÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ÔÏÞËÉ y ŒÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÜÔÉ ËÏÒÎÉ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ (ÓÍ. ÒÉÓ. 1Â).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ P | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ÐÏ- ŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ x_0. äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏ- ÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ x_0 = P (x_0) = 0 (ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÌÅÇËÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÓÄŒÉÇÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÈ C ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ P ). ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Œ ŒÉÄÅ

P (x) = a_k x^k + a_{k+1} x^{k+1} + · · · + a_n x^n = x^k(a_k + a_{k+1} x + : : : ); a_k ≠ 0:

ðÏÓËÏÌØËÕ a_k ≠ 0, ÉÚ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ, ÓÔÏÑÝÅÇÏ Œ ÓËÏÂËÁÈ, ÍÏÖÎÏ ÉÚŒÌÅÞØ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ x ËÏÒÅÎØ k-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ k ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÐÏ- ÓÏÂÁÍÉ. œÙÂÅÒÅÍ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÎÉÈ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÏÌÕÞÉŒÛÕÀÓÑ ÆÕÎËÃÉÀ ÞÅÒÅÚ k√ a_k + a_{k+1} x + : : :. ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~x = x^k √ a_k + a_{k+1} x + : : : ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÇÏÌÏ- ÍÏÒÆÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x_0 = 0. œ ÎÏŒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ P ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ŒÉÄ

P (~x) = ~x^k;

ÉÚÕÞÅÎÎÙÊ ŒÙÛÅ. ðÒÉ k = 1 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ P ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x_0, Á ÐÒÉ k > 1 Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ P ÉÍÅÅÔ ŒÅÔŒÌÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ k.

ôÏÞËÉ x_0, Œ ËÏÔÏÒÙÈ k > 1, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÎÕÌÑÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ P^′. úÎÁÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P Œ ËÁËÏÊ- ÌÉÂÏ ÅÇÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ P ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏ- ÓÔÉ C , ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÙÍ Œ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÎÅËÒÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ y ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ P ÉÍÅÅÔ ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ, ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ËÏÒÎÑÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ P (x) − y = 0; ÄÌÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÑ y ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ P (x) − y = 0 ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ, É ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ËÏÒÎÅÊ ÒÁŒÎÙ ÐÏÒÑÄËÁÍ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÎÁËÒÙÔÉÑ P Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÔÏÞËÁÈ.

œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÞÁÓÔÏ ÕÄÏÂÎÅÅ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ. åÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÊ ËÏÍÐÁËÔÉÆÉËÁÃÉÅÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÆÅÒÁ òÉÍÁÎÁ S^2 = C = C ∪ {∞}. óÆÅÒÕ òÉÍÁÎÁ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÒÁŒÎÏÐÒÁŒÎÙ, Á ĂÏÓÏÂÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅĄ ÔÏÞËÉ ∞ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ŒÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ŒÙÂÏÒÁ ËÁÒÔÙ Ó ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ x. œÙÂÏÒ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÉÍÅÅÔ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÕÀ ÒÏÌØ. œ ÄÒÕÇÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ, ÓËÁÖÅÍ, w = 1=x ÔÁ ÖÅ ÔÏÞËÁ ∞ ÂÕÄÅÔ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØÓÑ ÕÖÅ Œ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ w.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x → P (x) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÆÅÒ òÉ- ÍÁÎÁ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ∞ → ∞. îÅÓÌÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏÐÏÌÎÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ: 1 P (x) = 1 x^n + a_{n−1}x^{n−1} + · · · + a_0

= w^n 1 1 + a_{n−1} w + · · · + a_0 w^n

; w = 1 x : ðÏÓËÏÌØËÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÔÏÞËÉ w = 0, ÉÚ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÉÚŒÌÅÞØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ w ËÏÒÅÎØ n-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ (ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ n ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ). óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓÌÅ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÔÏÞËÉ x = ∞ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ ~w → ~w^n. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÐÏÌÎÅÎ- ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ P : S^2 → S^2 ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ É ÉÍÅÅÔ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ŒÅÔŒÌÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ n.

äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ P , ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ËÏÒÎÑÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ P^′, ÐÒÏÓÔÙÅ (ÐÏÒÑÄÏË ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ Œ ÐÒÏÓÔÏÊ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÅ ÒÁŒÅÎ 2). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÏÔŒÅ- ÞÁÀÝÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÔÏÞËÁÍ, ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1 ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-ÌÉÓÔÎÏÅ ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ cÆÅÒÙ P : C → S^2 ÇÌÁÄËÏÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÔ- ÓÔØÀ C, ÉÍÅÀÝÅÅ ÒÏŒÎÏ n ÔÏÞÅË ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÈ ÞÅÒÅÚ z_1; : : : ; z_{n−1}; ∞. œÎÅ ÔÏÞÅË ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ n ÌÉÓÔÏŒ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ŒÚÁ- ÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁËÒÙÔÉÑ, Õ ÔÏÞËÉ ∞ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ Ó ŒÅÔŒÌÅÎÉÅÍ ÐÏÒÑÄËÁ n, Á Õ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÔÏÞÅË z_1; : : : ; z_{n−1} ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏ n − 1 ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ, Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÅÔŒÌÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ 2, Á Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ n − 2 ÐÒÏÏÂÒÁÚÁÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÏ.

éÚ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (ÓÍ. ÎÉÖÅ) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ C ÎÁ- ËÒÙÔÉÑ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÇÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÓÆÅÒÅ. âÏÌÅÅ

ÔÏÇÏ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ, ÎÁ ÜÔÏÊ ÓÆÅÒÅ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÕÀ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÕ x, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ P ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ. ôÁËÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÎÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ. åÅ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ÓÔÁÒÛÅÍ ÞÌÅÎÅ x^n ÓÔÁÌ ÒÁŒÎÙÍ ÅÄÉÎÉÃÅ. äÁÌÅÅ, ÓÄÅÌÁŒ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÊ ÓÄŒÉÇ x → x − a, ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÔÉÔØ Œ ÎÏÌØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ a_{n−1} ÐÒÉ ÞÌÅÎÅ x^{n−1}. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ŒÉÄÁ

P (x) = x^n + a_{n−2} x^{n−2} + · · · + a_0: (1)

ïÓÔÁŒÛÁÑÓÑ ÓŒÏÂÏÄÁ | ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x ÎÁ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ n-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ. ôÁËÁÑ ÚÁÍÅÎÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ a_0; : : : ; a_{n−2} ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P . óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ŒÙ- ŒÏÄ Œ ŒÉÄÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2 œÓÑËÉÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ŒÙÂÏÒÅ ÐÏÄ- ÈÏÄÑÝÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÎÁÓÔÏÑÝÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ (1). îÁÂÏÒ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ a_0; : : : ; a_{n−2} ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ n ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ.

2. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ h_n ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ n Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÚÁÒÁÎÅÅ ŒÙÂÒÁÎÎÙÍÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞ- ÎÙÍÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ z_1; : : : ; z_{n−1}. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, n h_n | ÜÔÏ ËÏ- ÌÉÞÅÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ (1), ÉÍÅÀÝÉÈ ÄÁÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. üÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÔ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞÅË z_i.

ôÅÏÒÅÍÁ 3 h_n = n^{n−3} (n ≥ 3).

íÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÔÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÅÒŒÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒ- ÎÏÅ. ïÎÏ ÓŒÏÄÉÔ ÚÁÄÁÞÕ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ á. ëÜÌÉ Ï ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ ÄÅÒÅŒØÅŒ. œÔÏÒÏÅ, ÈÏÔÑ É ÓÓÙÌÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÕ ÉÚ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ, ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍ. îÁËÏÎÅÃ, ÔÒÅ- ÔØÅ, ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ œ. é. áÒÎÏÌØÄÕ, ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ËŒÁÚÉÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. óÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÐÒÉÍÅÎÑ- ÅÍÙÅ ŒÏ ŒÓÅÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁÈ, ÉÍÅÀÔ ÄÁÌÅËÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ | ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÅÍÎÏÇÉÈ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ É ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÔÏÄÙ ÐÒÉÍÅÎÉÍÙ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ ÕÓÐÅÛ- ÎÏ. œÏ ÍÎÏÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÉÄÅÉ ÐÒÉŒÏÄÑÔ Ë ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑÍ, É ÏÂÒÁÔÎÏ, ÐÒÏÓÔÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑ ÐÒÉŒÏÄÑÔ Ë ÚÁÇÁÄÏÞÎÙÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ.

äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÂÏÌÅÅ ÑŒÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ ÚÁÄÁÞÉ ÐÅ- ÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÐÕÔØ ‚ ÎÁ ÓÆÅ- ÒÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ŒÎÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. ëÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÕÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ. ðÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ŒÄÏÌØ z_0 z_1 ‚_1 z_i

‚_i z_{n−1}

‚_{n−1}

òÉÓ. 2. ðÕÔÉ ‚_i, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÀ ÎÁËÒÙÔÉÑ

ÐÕÔÉ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ŒÏÚŒÒÁÝÁÀÔÓÑ ÎÁ ÓŒÏÅ ÍÅÓÔÏ, ÏÄÎÁËÏ ÐÏÒÑÄÏË ÜÔÉÈ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ ÍÏÖÅÔ ÉÚÍÅÎÉÔØÓÑ. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÚ n ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÕÔÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÅÊ ÎÁËÒÙÔÉÑ ŒÄÏÌØ ÐÕ- ÔÉ ‚. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÑ | ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÏÎÁ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÉ ÐÕÔÉ. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÔÉÐ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑ- ÅÔÓÑ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÅÊ ŒÄÏÌØ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÕÔÅÊ ÎÁ ÓÆÅÒÅ, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÅËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ z_0 É ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÅÇÏ ÏÔÒÅÚ- ËÁÍÉ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ z_1; : : : ; z_{n−1}. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÔÒÅÚËÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÞËÅ z_0, ÓÍ. ÒÉÓ. 2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ‚_i ÐÕÔØ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎÃÏÍ Œ z_0, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÄÅÔ ŒÄÏÌØ i-ÇÏ ÏÔ- ÒÅÚËÁ, ÎÅÍÎÏÇÏ ÎÅÄÏÈÏÄÑ ÄÏ ÔÏÞËÉ z_i, ÚÁÔÅÍ ÏÂÈÏÄÉÔ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ ÏÄÉÎ ÒÁÚ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ, Á ÚÁÔÅÍ ŒÏÚŒÒÁÝÁÅÔÓÑ ŒÄÏÌØ ÜÔÏÇÏ ÖÅ ÏÔÒÅÚËÁ ÏÂÒÁÔÎÏ Œ ÉÓÈÏÄ- ÎÕÀ ÔÏÞËÕ z_0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ s_i ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÀ ŒÄÏÌØ ÐÕÔÉ ‚_i. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ s_1; : : : ; s_{n−1} ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÇÒÕÐÐÅ S_n ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÉÚ n ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ ÔÏÞËÉ z_0.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË s_1; : : : ; s_{n−1} ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅ- ÓËÉÊ ÔÉÐ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÕÔÅÊ ‚_1; : : : ; ‚_{n−1} ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ı_1(S^2 \ {z_1; : : : ; z_{n−1}; ∞}) ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁËÒÙÔÉÑ).

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË s_i ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÉÈ ÔÉÐ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏŒÅÄÅÎÉÅÍ ÎÁËÒÙÔÉÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË z_i. éÚ ÉÚÕÞÅÎÎÏÇÏ ÕÖÅ ÐÏŒÅÄÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÏÊ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ s_i ÐÅÒÅÓÔÁ- ŒÌÑÅÔ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÄŒÁ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÏÓÔÁŒÌÑÑ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÎÁ ÍÅÓÔÅ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, s_i | ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÂÈÏÄ ŒÄÏÌØ ÐÕÔÅÊ ‚_1; : : : ; ‚_{n−1} ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÏÄÎÏÍÕ ÏÂÈÏÄÕ ŒÄÏÌØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁ- ÄÉÕÓÁ ŒÏËÒÕÇ ŒÓÅÈ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÂÈÏÄÕ ŒÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ ∞ ÎÁ

ÓÆÅÒÅ òÉÍÁÎÁ. íÏÎÏÄÒÏÍÉÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÔÁËÏÍÕ ÏÂÈÏÄÕ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉ- ÞÅÓËÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ. íÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÐÅÒÅ- ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4 þÉÓÌÏ n! h_n ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÎÁÂÏÒÏŒ ÉÚ n − 1 ÔÒÁÎÓÐÏÚÉ- ÃÉÊ (s_1; : : : ; s_{n−1}) Œ ÇÒÕÐÐÅ S_n, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ s_1 · · · s_{n−1} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ.

íÎÏÖÉÔÅÌØ n! ŒÏÚÎÉË ÉÚ-ÚÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÕÐÏÒÑÄÏÞÉÔØ n ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ ÔÏÞ- ËÉ z_0, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁËÒÙÔÉÑ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÕÍÅÒÁÃÉÅÊ ÜÔÉÈ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ.

óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ŒÓÑËÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ (s_1; : : : ; s_{n−1}) ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ ÇÒÁÆ Ó n ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ É n − 1 ÒÅÂÒÁÍÉ, ŒÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÍÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ, Á ÒÅÂÒÁ | ÐÁÒÁÍ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÍÙÈ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 5 äÏËÁÖÉÔÅ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (Œ ÌÀÂÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ) n − 1 ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÇÒÁÆ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑ- ÅÍÙÊ ÜÔÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÒÅŒÏÍ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÕÓÌÏŒÉÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ ÉÚ n ŒÅÒÛÉÎ É n − 1 ÒÅÂÅÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÒÅŒÏÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÎ ÓŒÑÚÅÎ.)

äÅÒÅŒÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÍÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ, ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÎÁ- ÇÌÑÄÎÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ. ïÎÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒÌÏÖÅÎÏ Œ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÎÁËÒÙÔÉÑ. œÅÒÛÉÎÁÍÉ ÇÒÁÆÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÔÏÞËÉ z_0. òÅÂÒÁ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÔÏÞËÉ z_0 É z_i. üÔÏÔ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n − 2 ÄÕÇ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÏÞËÉ ÉÚ ÐÒÏ- ÏÂÒÁÚÁ z_0 Ó ÎÅËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁÍÉ ÔÏÞËÉ z_i, É ÅÝÅ ÄŒÕÈ ÄÕÇ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÏÓÔÁŒÛÉÅÓÑ ÄŒÁ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ z_0 Ó ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÎÁËÒÙÔÉÑ. ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÄÕÇ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÙÍ ÒÅÂÒÏÍ ÄÅÒÅŒÁ.

úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÒÅÂÒÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÄÅÒÅŒÁ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ŒÙÂÒÁÎÎÏÊ ÚÁÒÁÎÅÅ ÎÕÍÅÒÁÃÉÅÊ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ z_i. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÞÅÓËÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÄÅÒÅŒÁ Ó ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÒÅÂÒÁÍÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ:

ÞÉÓÌÏ h_n ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÄÅÒÅŒØÅŒ Ó n ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ É ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÒÅ- ÂÒÁÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 6 ðÏÓÞÉÔÁÊÔÅ ÞÉÓÌÁ h_n ÐÒÉ n ≤ 6.

åÓÌÉ ÄÅÒÅŒÏ ÕÖÅ ŒÙÂÒÁÎÏ, ÔÏ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÔØ ÅÇÏ n − 1 ÒÅÂÅÒ ÍÏÖÎÏ (n − 1)! ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÎÕÍÅÒÁÃÉÊ ÍÏÇÕÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ Õ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÄÅÒÅŒÁ ÉÍÅÌÉÓØ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ŒÅÒ- ÛÉÎ, ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÒÅÂÒÁ). ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÍÕ ÄÅÒÅ- ŒÕ ` ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ (n−1)!=| Aut(`)| ÎÅÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÎÕÍÅÒÁÃÉÊ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ, ÇÄÅ Aut(`) | ÇÒÕÐÐÁ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÄÅÒÅŒÁ, Á | Aut(`)| | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

ïÔÓÀÄÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

h_n (n − 1)! = ∑ äÅÒÅŒØÑ ` c n ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ 1 | Aut(`)| :

äÅÒÅŒØÑ Ó ÎÅÂÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ŒÅÒÛÉÎ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÔØ. (óÄÅÌÁÊÔÅ ÜÔÏ!) ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ:

h_2 1 = 1=2;

h_3 2 = 1 2 ; h_4 6 = 1 2 + 1 6 = 4 6 ; h_5 24 = 1 2 + 1 2 + 1 24 = 25 24 ; h_6 120 = 1 2 + 1 2 + 1 2 + 1 6 + 1 8 + 1 120 = 6^3 120 ; ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 3. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÍ ÕÞÅÔÅ ÐÏÒÑÄËÏŒ ÇÒÕÐÐ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÍÏÖÎÏ É ÄÅÒÅŒØÑ Ó ÎÅÎÕÍÅ- ÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÒÅÂÒÁÍÉ, Á ÎÕÍÅÒÁÃÉÑ ÒÅÂÅÒ ÎÕÖÎÁ ÌÉÛØ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ĂÕÂÉÔØĄ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄÅÒÅŒÏ Ó ÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÒÅÂÒÁÍÉ, ÉÍÅÀÝÅÅ ÎÅ- ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÜÔÏ ÄÅÒÅŒÏ Ó ÄŒÕÍÑ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ ÄŒÁ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ (ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÄŒÁ ÌÉÓÔÁ ÎÁËÒÙÔÉÑ). ôÁËÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÞÉÔÙŒÁÔØ Ó ŒÅÓÏÍ 1=2 Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ h_2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ h_2 = 1=2 ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ É ÐÒÉ n = 2.

3. ôÅÏÒÅÍÁ ëÜÌÉ Ï ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ ÄÅÒÅŒØÅŒ

ĂõÂÉÔØĄ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÄÅÒÅŒÁ ÍÏÖÎÏ É ÄÒÕÇÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÁÎÕÍÅÒÏ- ŒÁŒ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎÙ. éÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÍ ŒÙÛÅ, ÍÙ ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ:

ÞÉÓÌÏ n h_n ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÄÅÒÅŒØÅŒ Ó n ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÅÏÒÅÍÁ 3 ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 7 (ëÜÌÉ) þÉÓÌÏ ÄÅÒÅŒØÅŒ Ó n ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÒÁŒ- ÎÏ n^{n−2}.

éÍÅÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ËÏÄÉÒÏŒÁÔØ ÄÅÒÅŒÏ Ó ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎ- ÎÙÍÉ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÉÚ n − 2 ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ n (Ñ ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎ œ.äÏÃÅÎËÏ, ÏÂSSÑÓÎÉŒÛÅÍÕ ÍÎÅ ÜÔÏÔ ÓÐÏÓÏÂ; ÓÍ. ÅÇÏ ÌÅËÃÉÉ ÎÁ ÜÔÏÊ ÖÅ ÛËÏÌÅ).

óÐÏÓÏÂ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. îÁÚÏŒÅÍ ÌÉÓÔÏÍ ÄÅÒÅŒÁ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎÕ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÙÈÏÄÉÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÒÅŒÏ Ó ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ. œÙÂÅÒÅÍ ÓÒÅÄÉ ÅÇÏ ÌÉÓÔØÅŒ ÌÉÓÔ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ, ÚÁÐÉÛÅÍ ÎÏÍÅÒ ŒÅÒ- ÛÉÎÙ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÏÔ ÌÉÓÔ ÓÏÅÄÉÎÅÎ, É ÓÏÔÒÅÍ ÌÉÓÔ ŒÍÅÓÔÅ Ó ŒÙÈÏÄÑÝÉÍ ÉÚ ÎÅÇÏ ÒÅÂÒÏÍ. œ ÏÓÔÁŒÛÅÍÓÑ ÄÅÒÅŒÅ ÏÐÑÔØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅ ÌÉÓÔØÑ, ŒÙÂÅÒÅÍ ÉÚ ÎÉÈ ÌÉÓÔ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ, ÚÁÐÉÛÅÍ ÎÏÍÅÒ ŒÅÒÛÉÎÙ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎ ÓÏÅÄÉÎÅÎ, É ÓÏ- ÔÒÅÍ ÌÉÓÔ ŒÍÅÓÔÅ Ó ŒÙÈÏÄÑÝÉÍ ÉÚ ÎÅÇÏ ÒÅÂÒÏÍ. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ n − 2 ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ n. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ (ÜÔÏ ŒÏŒÓÅ ÎÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ!), ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ ëÜÌÉ, Á ŒÍÅÓÔÅ Ó ÎÅÊ, É ÔÅÏÒÅÍÕ 3.

4. ôÅÏÒÅÍÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ìÁÇÒÁÎÖÁ

åÝÅ ÏÄÉÎ ÓÐÏÓÏÂ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÅÒÅŒØÅŒ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. îÁÚÏŒÅÍ ËÏÒÎÅŒÙÍ ÄÅÒÅŒÏÍ ÄÅÒÅŒÏ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÙÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÁ ÉÚ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ. œÙÄÅÌÅÎÎÁÑ ŒÅÒÛÉÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ. œ ÇÒÕÐÐÕ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ËÏÒÎÅŒÏÇÏ ÄÅÒÅŒÁ ŒÈÏÄÑÔ ÔÏÌØËÏ ÔÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÄÅÒÅŒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ËÏÒÅÎØ ÎÁ ÍÅÓÔÅ. œÙÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒ- ÎÑ ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, ÏÄÎÁËÏ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÉÈ ÎÅ ÕÂÉŒÁÅÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ËÏÒÎÅŒÙÅ ÄÅÒÅŒØÑ ÎÕÖÎÏ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÉÈ ÁŒÔÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ r_n ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ËÏÒÎÅŒÙÈ ÄÅÒÅŒØÅŒ Ó n ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ, ÐÏÓÞÉÔÁÎÎÙÈ Ó ŒÅÓÁÍÉ, ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÐÏÒÑÄËÁÍ ÇÒÕÐÐ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. óÏÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÍ ŒÙÛÅ, ÐÒÉŒÏÄÑÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ.

r_n = n h_n (n − 1)! = ∑ ëÏÒÎÅŒÙÅ ÄÅÒÅŒØÑ ` c n ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ 1 | Aut(`)| :

äÌÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÒÎÅŒÙÈ ÄÅÒÅŒØÅŒ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÒÅ- ËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ËÏÒÅÎØ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÒÎÅŒÏÇÏ ÄÅÒÅŒÁ ÓÏÅÄÉÎÅÎ ÒÅÂÒÁÍÉ Ó k ÄÒÕÇÉÍÉ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ. ðÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ ËÏÒÎÑ ÄÅÒÅŒÏ ÒÁÓÐÁ- ÄÁÅÔÓÑ ÎÁ k ÍÅÎØÛÉÈ ÄÅÒÅŒØÅŒ, Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏÒÎÑ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÕ ŒÅÒÛÉÎÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙÌÁ ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ Ó ËÏÒÎÅÍ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÄÅÒÅŒÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 3).

õÞÅÔ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ŒÓÅÈ ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ Œ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ ÄÅÒÅŒØÅŒ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ:

r_n = n−1∑ k=1 1 k! ∑ n_1 +···+n_k =n−1

r_{n1} : : : r_{nk} :

œÏ ŒÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍ (n_1; : : : ; n_k) ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÎÁ n − 1.

ðÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÕÄÏÂÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ. œŒÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ ÏÔ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ q,

Y (q) = ∑ n≥1 r_n q^n:

òÉÓ. 3. ëÏÒÎÅŒÙÅ ÄÅÒÅŒØÑ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ËÏÒÎÑ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÄÅÒÅŒÁ

ôÏÇÄÁ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

Y = q (1 + Y +

Y^2 2! + Y^3 3! + : : : ) = q e^Y :

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÆÕÎËÃÉÑ Y (q) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ÆÕÎËÃÉÉ

q(Y ) = Y e^{−Y} = Y − Y^2 +

Y^3 2! + Y^4 3! − : : : :

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÒÑÄ Y (q) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÏÄÎÁËÏ ÍÙ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÎÉËÁË ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÒÑÄ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ É ÎÁÈÏÄÑ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÛÁÇ ÚÁ ÛÁÇÏÍ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÅÏÒÅÍÁ 3 É ÔÅÏÒÅÍÁ ëÜÌÉ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 8 (ìÁÇÒÁÎÖ) ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ôÅÊÌÏÒÁ r_n ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ Y (q), ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÒÑÄÕ q(Y ) = Y e^{−Y} , ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÑŒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

r_n = n^{n−1} n! : äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ! = f(q) dq, Õ ËÏ- ÔÏÒÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÒÑÄ ŒÉÄÁ

f(q) = a_{−k} q^{−k} + · · · + a_{−1}q^{−1} + a_0 + a_1q + : : :

(ÔÁËÏÊ ÒÑÄ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ ìÏÒÁÎÁ, Á ÔÁËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÊ). œÙÞÅÔÏÍ ÆÏÒÍÙ ! ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ^{dq}_q :

res f(q) dq = a_{−1}:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÏÓÎÏŒÁÎÁ ÎÁ ÔÏÍ, ÞÔÏ ŒÙÞÅÔ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ Õ ŒÙ- ÞÅÔÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ

res ! = 1 2 ı i ∮ !;

ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÍÁÌÅÎØËÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÂÈÏÄÑÝÅÊ ÎÁÞÁÌÏ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∮ q^kdq ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÏÌØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ k ≠ −1, É ÒÁŒÅÎ 2 ı i ÐÒÉ k = 1). úÁÍÅÞÕ, ÞÔÏ ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÏÓÔØ ŒÙÞÅÔÁ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉÉÃÉÅÎÔÏŒ ÆÏÒÍÙ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÔÁË-ÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÁÐÒÑÍÕÀ.

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ŒÙÞÅÔÁ, ÍÙ ÌÅÇËÏ ÎÁÈÏÄÉÍ

r_n = res Y q^{n+1} dq = res e^{(n+1)Y} Y^n d(Y e^{−Y} ) = res

1 − Y Y^n e^{n Y} dY = = n^{n−1} (n − 1)! − n^{n−2} (n − 2)! = n^{n−1} n! : ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

5. óÔÅÐÅÎØ ËŒÁÚÉÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ŒÓÑËÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ (1) ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÅÇÏ n − 1 ËÒÉÔÉÞÅ- ÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. üÔÏÔ ÎÁÂÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ (z_1; : : : ; z_{n−1}) ÕÄÏÂÎÏ ËÏÄÉÒÏŒÁÔØ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÁÍÉ b_j ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

R(t) = (t − z_1) : : : (t − z_{n−1}) = t^{n−1} + b_{n−2} t^{n−2} + · · · + b_0: (2)

ðÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ – : C^{n−1} → C^{n−1} ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ (1) Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ a_i Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ (2) Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ b_i Œ ÔÅÏÒÉÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ìÑÛËÏ-ìÏÊÅÎÇÉ.

æÏÒÍÁÌØÎÏ, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ – ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ ÔÏÌØ- ËÏ ÄÌÑ ÔÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ P , Õ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ (Ô.Å. ËÏÒÎÉ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÏÊ) ÒÁÚÌÉÞÎÙ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÖÅ ÄÅÌÅ ÏÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ É ÄÁÖÅ ÇÌÁÄËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁ ŒÓÀ ÏÂÌÁÓÔØ ÓŒÏÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ (b_j ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ a_i). âÏÌÅÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ- ÓËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔÏÍ R(t) = Res_x(P^′(x); P (x) − t):

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ R(t) = 0 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ P^′(x) = P (x) − t = 0 ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x.

úÁÄÁÞÁ 9 œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÑŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ – ÄÌÑ n = 2; 3; 4 ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÏÂÏÉÈ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÊ.

íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ P Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ –. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÍÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ n ÅÇÏ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÊ Œ ŒÉÄÅ ÏÂÙÞÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ,

ÞÉÓÌÏ n h_n ÒÁŒÎÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ –:

h_n = deg(–) n : (3)

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ ÔÏÞËÉ ÏÂ- ÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. ðÏÄ ÔÏÞËÁÍÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÎÉÍÁÀÔÓÑ ÔÏÞËÉ ÉÚ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ Ë ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ (ÏÂÒÁÚÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÏÞÅË, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ŒÚÁÉÍ- ÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ). œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÊ (ËÁË Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ, ÔÁË É ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ) ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÁ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÄÅÌÉÔ ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ, É ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÙÍ. œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÖÅ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÄŒÁ (ËÁË ÔÏÞËÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÌÉ ËÒÉŒÁÑ Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÇÏÌÏ- ÍÏÒÆÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓŒÑÚÎÏ É Õ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÄŒÕÈ ÎÅËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ.

éÚ ÜÔÉÈ ÖÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ËÓÔÁÔÉ, ÞÔÏ Œ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÄÉÎÁËÏŒÁ ÄÌÑ ÏÂÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ (ÄÌÑ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÇÉÐÅÒ- ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ, ÞÁÓÔØ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ ÍÏÖÅÔ ĂÕÂÅÇÁÔØ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØĄ).

ðÒÉÍÅÒÏÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËŒÁÚÉÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10 ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÎÁÂÏÒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_1; : : : ; x_n É ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÏÊ x_i ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ¸_i, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÅÅ ŒÅÓÏÍ. äÌÑ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ ŒÓÅ ŒÅÓÁ ÃÅÌÙÍÉ, ÈÏÔÑ ÉÎÏÇÄÁ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÔØ É ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. (ëŒÁÚÉÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ) ÓÔÅÐÅÎØÀ ÍÏÎÏÍÁ x^{k1}_1 : : : x^{kn}_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ ŒÅÓÏŒ ŒÓÅÈ ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÎÅÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ,

deg(x^{k1}_1 : : : x^{kn}_n ) = k_1 a_1 + · · · + k_n a_n:

ëŒÁÚÉÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ N ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÍÏÎÏÍÏŒ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ N. îÁËÏÎÅÃ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C^n → C^n ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÚÉÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ | ËŒÁÚÉÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ.

âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËŒÁÚÉÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÅÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÕÐÐÕ C^∗ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ É ÅÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

u · (x_1; : : : ; x_n) = (u^{ff1} x_1; : : : ; u^{ffn} x_n); u · (y_1; : : : ; y_n) = (u^{fi1} y_1; : : : ; u^{fin} y_n):

ôÏÇÄÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ y = f(x) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÚÉÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ C^∗ -ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÏ, f(u · x) = u · f(x).

ëŒÁÚÉÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, f^{−1}(0) = 0.

ôÅÏÒÅÍÁ 11 óÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ËŒÁÚÉÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ŒÅÓÁÍÉ ËŒÁÚÉÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ É ÒÁŒÎÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÊ ŒÅÓÏŒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÂÒÁÚÁ É ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ:

deg f =

∏_n i=1 ˛_i ∏_n i=1 ¸_i : äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÓÌÏŒÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÕÂÅÇÁÎÉÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÐÒÏÂÒÁÚÏŒ ÎÅËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ É ÍÙ ÅÇÏ ÓÅÊÞÁÓ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ËÏÍ- ÍÅÎÔÉÒÏŒÁÔØ ÐÏÄÒÏÂÎÏ.

éÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ËŒÁÚÉÏÄ- ÎÏÒÏÄÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ ÎÁÂÏÒÁÍÉ ŒÅÓÏŒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉ- ÎÁËÏŒÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ, É ÐÏÔÏÍÕ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ŒÅÓÁÍÉ É ÄÌÑ ÎÁ- ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÅÅ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ. œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ŒÅÓÁ ¸_i ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ ÒÁŒÎÙ ÅÄÉÎÉÃÅ, Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÔÁËÏÇÏ ÔÅÓÔÏŒÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

(x_1; : : : ; x_n) → (x^{fi1}_1 ; : : : ; x^{fin}_n ):

óÔÅÐÅÎØ ÔÁËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁŒÎÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ,

∏_n i=1 ˛_i, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÕ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

äÁÌÅÅ, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ C^{n g}→ C^{n f}→ C^n ÄŒÕÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ËŒÁÚÉÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÊ f É g ÔÁËÖÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁ É ËŒÁÚÉÏÄÎÏÒÏÄÎÁ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÔÅÐÅÎØ ËÏÍÐÏ- ÚÉÃÉÉ ÒÁŒÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f É g. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÉÚ ÔÒÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f, g É f ∘ g, ÔÏ ÏÎÁ ÓÐÒÁ- ŒÅÄÌÉŒÁ É ÄÌÑ ÔÒÅÔØÅÇÏ. œÙÂÒÁŒ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ŒÅÓÏŒ ÐÅÒŒÏÇÏ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÁ C^n ŒÓÅ ÅÄÉÎÉÃÙ Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g ÔÅÓÔÏŒÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ŒÙÛÅ, ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ É ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ŒÅÓÏŒ. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ìÑÛËÏ-ìÏÊÅÎÇÉ –. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ËÒÉÔÉ- ÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁ ÏÂÝÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÓÁÍÏ- ÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ (Ó ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÐÅÒÅÎÏÒÍÉÒÏŒËÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ ÎÁËÒÙŒÁÀÝÅÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÏÂÒÁÔÉÌÓÑ ÂÙ Œ ÅÄÉÎÉÃÕ). üÔÏ ÚÁÄÁÅÔ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ C^∗ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ –, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÏ. óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ – ËŒÁÚÉÏÄÎÏÒÏÄÎÏ É ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÒÉÍÅÎÉ- ÍÁ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÁÑ ŒÙÛÅ ÔÅÏÒÅÍÁ.

úÁÄÁÞÁ 12 äÏËÁÖÉÔÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ –.

úÁÄÁÞÁ 13 ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ŒÅÓÁ ËŒÁÚÉÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÐÒÏÏÂÒÁÚÅ É ÏÂÒÁ- ÚÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ –. (ïÔŒÅÔ: (2; 3; : : : ; n) Œ ÐÒÏÏÂÒÁÚÅ É (n; 2 n; : : : ; (n − 1) n) Œ ÏÂÒÁ- ÚÅ.)

éÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÚÁÄÁÞ ŒÙÔÅËÁÅÔ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑ –:

deg(–) = n · 2n · · · · · (n − 1)n 2 · 3 · · · · · n = n^{n−2}:

œÍÅÓÔÅ Ó ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (3) ÜÔÏ ÄÁÅÔ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.

6. úÁÄÁÞÁ çÕÒŒÉÃÁ

âÏÌÅÅ ÏÂÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ çÕÒŒÉÃÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÙÈ ÎÁËÒÙÔÉÊ ÓÆÅÒÙ C → S^2 Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÔÉÐÏÍ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ Œ ŒÙÂÒÁÎ- ÎÏÍ ÚÁÒÁÎÅÅ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÔÏÞÅË ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ. ðÏÄ ÔÉÐÏÍ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÏÊ y ∈ S^2 ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ˛ = (b_1; : : : ; b_k) ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ n = b_1 + · · · + b_k . ôÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÞÉÓÌÁ n. äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÒÁÚ- ÂÉÅÎÉÅ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ Œ ÕÂÙŒÁÀÝÅÍ ÐÏÒÑÄËÅ: b_1 ≥ b_2 ≥ · · · ≥ b_k > 0. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ ÓÆÅÒÙ ŒÅÔŒÌÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÄÁÎÎÙÊ ÔÉÐ ˛, ÅÓÌÉ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏÍ ÍÁÌÅÎØËÏÇÏ ÄÉÓËÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÓŒÑÚÎÏÅ ÏÂSS- ÅÄÉÎÅÎÉÅ k ÄÉÓËÏŒ, ÐÒÉÞÅÍ ÎÁ i-Í ÄÉÓËÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ z → z^{bi} ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

âÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÁÎÎÙÅ: n | ÓÔÅÐÅÎØ ÎÁËÒÙÔÉÑ;

z_1; : : : ; z_c | ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÎÁ ÓÆÅÒÅ, c | ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ; (˛_1; : : : ; b_c) | ÎÁÂÏÒ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n.

íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÙÅ ÎÁËÒÙÔÉÑ C → S^2 ÓŒÑÚÎÙÍÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑ- ÍÉ, ÉÍÅÀÝÉÅ ŒÅÔŒÌÅÎÉÅ ÔÉÐÁ ˛_i Œ ÔÏÞËÅ z_i É ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÙÅ Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ. áŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ C | ÇÌÁÄËÁÑ ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÆÅÒÁ Ó ÒÕÞËÁÍÉ. åÅ ÒÏÄ g, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÕÞÅË, ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÄÁÎÎÙÍÉ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ. îÁÚÏŒÅÍ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ˛ = (b_1; : : : ; b_k) ÓÕÍÍÕ ÕÍÅÎØÛÅÎÎÙÈ ÎÁ ÏÄÉÎ ÒÁÚÍÅÒÏŒ ÞÁÓÔÅÊ

—(˛) = k∑ i=1 (b_i − 1) = n − k:

ôÏÇÄÁ ÒÏÄ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ C ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ òÉÍÁÎÁ-çÕÒŒÉÃÁ c∑ j=1 —(˛_j ) = 2g − 2 + 2n:

ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÐÏŒÅÄÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÔÏÞËÕ Ó ŒÅÔŒÌÅÎÉÅÍ ÐÏ- ÒÑÄËÁ k ÍÏÖÎÏ ÐÏÛÅŒÅÌÉÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÒÁÓÐÁÌÁÓØ ÎÁ — = k − 1 òÉÓ. 4. œËÌÅÉŒÁÎÉÅ ÒÕÞËÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÄŒÁ ÓÌÏÑ ÎÁËÒÙÔÉÑ

ÐÒÏÓÔÙÈ (Ó ŒÅÔŒÌÅÎÉÑÍÉ ÐÏÒÑÄËÁ ÄŒÁ) ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÌÅ- ŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÔÏÉÔ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË, ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÎÉ ÐÒÏÓÔÙÅ.

æÏÒÍÕÌÕ òÉÍÁÎÁ-çÕÒŒÉÃÁ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÏÄÎÁËÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÚÁŒÉ- ÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÎÁ ËÁËÉÅ ÚÎÁÎÉÑ ÏÎÏ ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÒÉ g = 0 ÆÏÒÍÕÌÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÏŒÅÄÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ (Õ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ ÉÚ 2n − 2 ÐÒÏÓÔÙÈ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË n − 1 ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ É n − 1 ÓÌÉÐÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ ∞). ðÒÉËÌÅÉŒÁÎÉÅ ÖÅ ÒÕÞËÉ Ë ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÌÅÇËÏ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ, ÄÏÂÁŒÉŒ Ë ÉÍÅÀÝÉÍÓÑ ÔÏÞËÁÍ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÄŒÅ ÎÏŒÙÅ (ÓÍ. ÒÉÓ. 4). æÏÒÍÕÌÁ òÉÍÁÎÁ-çÕÒŒÉÃÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ g.

îÁËÒÙÔÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: ÄŒÁ ÎÁËÒÙÔÉÑ C → S^2 É C^′ → S^2 ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏ- ÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ C ≃ C^′ ÎÁËÒÙŒÁÀÝÉÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÜÔÉ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÀÔÓÑ. üÔÕ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÕÄÏÂÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ËÏÍÍÕ- ÔÁÔÉŒÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

C^∼ � � � � � � C^′ � � � S^2

åÓÌÉ Œ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ C = C^′, ÔÏ ÔÁËÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁŒ- ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁËÒÙÔÉÑ. áŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ (ËÏÔÏÒÁÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÇÒÕÐÐÕ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÔÏÞÅË ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÎÅÏÓÏÂÏÇÏ ÓÌÏÑ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14 þÉÓÌÏÍ çÕÒŒÉÃÁ h_{fi1;:::;fic} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÎÅÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÙÈ ÎÁËÒÙÔÉÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÔÉÐÁÍÉ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÎÁÄ ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ, ÐÏÓÞÉÔÁÎÎÏÅ Ó ÕÞÅÔÏÍ ŒÅÓÏŒ, ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÐÏÒÑÄËÁÍ ÇÒÕÐÐ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏŒ ÎÁËÒÙÔÉÑ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ çÕÒŒÉÃÁ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁËÒÙÔÉÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÉ ÎÅ ŒÈÏÄÑÔ Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ. ëÁË É ÐÒÉ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ ÄÅÒÅ- ŒØÅŒ, ÞÉÓÌÏ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÍÏÖÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ, ÄÅÌÁÑ ÎÁ ÎÁËÒÙŒÁÅÍÏÊ

ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÏÍÅÔËÉ: ÍÏÖÎÏ ÏÔÍÅÞÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏ- ÞÅË, ÎÕÍÅÒÏŒÁÔØ ÉÈ, É Ô.Ð. íÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÞÉÓÌÁ ÎÁËÒÙÔÉÊ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÅÊ ÞÉÓÅÌ çÕÒŒÉÃÁ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÍÙ ÉÓËÌÀÞÉÍ ÉÚ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÅÄÉÎÉÃÙ. åÄÉÎÉÃÙ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÎÅËÒÉÔÉ- ÞÅÓËÉÍ ÔÏÞËÁÍ ÏÓÏÂÏÇÏ ÓÌÏÑ ÎÁËÒÙÔÉÑ É ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÎÁËÒÙÔÉÑ. œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ c ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÏÌØËÏ ÔÅÈ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍÉ É ÔÏÌØËÏ ÉÈ ÔÉÐÙ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ŒËÌÀÞÁÔØÓÑ Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ çÕÒŒÉÃÁ. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÖÅ m ÔÏÞÅË ÐÒÏÓÔÏÇÏ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ (ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ (2)) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÏÄÏÍ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ òÉÍÁÎÁ-çÕÒŒÉÃÁ

m = 2n − 2 + 2g − —; (4)

ÇÄÅ — =

∑_c

i=1 —(˛_i) | ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÎÅÐÒÏÓÔÙÈ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. œ- ÔÒÅÔØÉÈ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ŒÓÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÎÅÐÒÏÓÔÙÍ ËÒÉ- ÔÉÞÅÓËÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ, ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÍÉ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÄÏÌÖÎÙ ÏÓÔÁŒÌÑÔØ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÍÅÓÔÅ. íÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÞÉÓÌÁ çÕÒŒÉÃÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ h_{g;n;fi1;:::;fic} .

œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ çÕÒŒÉÃÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÚÁÄÁ- ÞÅÊ É ÐÏÔÏÍÕ ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÁ. çÏÒÁÚÄÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÅÅ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÓÅÒÉÊ ÞÉÓÅÌ çÕÒŒÉÃÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÐÒÏÓÌÅÄÉÔØ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔ g É n. éÓÈÏÄÎÏÊ ÍÏÔÉŒÉÒÏŒËÏÊ ÓÌÕÖÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ çÕÒŒÉÃÁ (ŒËÌÀÞÁÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ËÁË ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ). ðÕÓÔØ g = 0 É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, c = 1, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÌÉÛØ ÏÄÎÏ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÙÊ ÔÉÐ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ ˛ = (b_1; : : : ; b_k). ôÏ- ÇÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÞÉÓÌÏ çÕÒŒÉÃÁ ÒÁŒÎÏ

h_{0;n;fi} = m! n^{n−¯−3} (n − B)! c∏ i=1 b^{bi}_i b_i! ; ÇÄÅ B = b_1+· · ·+b_k | ÓÕÍÍÁ ÐÏÒÑÄËÏŒ ŒÅÔŒÌÅÎÉÊ ÔÅÈ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ ÔÏÞËÉ ÎÅÐÒÏÓÔÏ- ÇÏ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, n − B | ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÅÈ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÏ).

7. úÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ çÕÒŒÉÃÁ ÏÔ n

äÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ çÕÒŒÉÃÁ ÏÔ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÎÁËÒÙÔÉÑ ÉÈ ÕÄÏÂÎÏ ÇÒÕÐ- ÐÉÒÏŒÁÔØ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÊ ÒÑÄ

H_{g;fi1;:::;fic} (q) = ∑ n≥1 h_{g;n;fi1;:::;fic} m! q^n; m = 2n − 2 + 2g − c∑ i=1 —(˛_i):

ä.úŒÏÎËÉÎÕ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÉÅ: ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÉÌØÎÏ ÕÐÒÏÝÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ q = Y e^{−Y} . á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁÚÏ- ŒÅÍ ÁÌÇÅÂÒÏÊ úŒÏÎËÉÎÁ ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ìÏÒÁÎÁ

A = Q[Y; (1 − Y )^{−1}]:

üÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÅÏ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ (1 − Y )^{−1} = 1 + Y + Y^2 + : : : .

ôÅÏÒÅÍÁ 15 (úŒÏÎËÉÎ) äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ g; c; ˛_1; : : : ; ˛_c, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ g = 1, c = 0, ÒÑÄ H_{g;fi1;:::;fic} ÌÅÖÉÔ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A.

ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓŒÏÉÈ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÏŒ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÅÓØ ÒÑÄ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ çÕÒŒÉÃÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÅ- ÓËÏÌØËÉÍÉ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ.

íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÑŒÎÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁÃÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÁÌÇÅÂÒÙ úŒÏÎËÉÎÁ ËÁË ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ q. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÒÑÄ, ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÚÁÍÅÎÅ q = Y e^{−Y} ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒ- ÍÕÌÏÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ Y = ∑ n≥1 n^{n−1} n! q^n:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ D = q^@_{@q} . òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ- ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÏÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ n-ÇÏ ÞÌÅÎÁ ôÅÊÌÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ q ÎÁ n. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ Œ ËÕÒÓÅ ÍÁ- ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ.

úÁÄÁÞÁ 16 îÁÊÄÉÔÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ D Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ Y . ïÔŒÅÔ: D = Y 1 − Y @ @Y : ðÒÉÍÅÎÑÑ ÉÔÅÒÁÃÉÉ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, Á ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ Ë ÎÅÍÕ, ÄÅÊÓÔŒÕÀ- ÝÅÇÏ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ D^{−1}P (Y ) =

∫_Y 0 1 − y y P (y) dy;

ÍÙ ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ n≥1 n^{n−k} n! q^n = D^{1−k} Y

ÌÅÖÉÔ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ k. îÁÐÒÉÍÅÒ,

D^{−1}Y = − 1 2 Y (Y − 2); DY = Y 1 − Y ; D^{−2}Y = 1 12 Y (2Y^2 − 9Y + 12); D^2Y = Y (1 − Y )^3 ; D^{−3}Y = − 1 72 Y (3Y^3 − 22Y^2 + 63Y − 72); D^3Y =

Y (2Y + 1) (1 − Y )^5 : ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A_+ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÑÄÏŒ D^k Y ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÃÅ- ÌÙÈ k. çÌÑÄÑ ÎÁ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ŒÙŒÏÄ, ÞÔÏ A_+ ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔ ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ Y , ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ Y , Á ÔÁËÖÅ ĂÐÏÌÏŒÉÎÕĄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ (1 − Y )^{−1}, ÔÁËÖÅ ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ Y (ŒÓÅ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÐÏÌÀÓÁ ÔÏÌØËÏ ÎÅÞÅÔÎÙÈ

ÐÏÒÑÄËÏŒ). ïÄÎÉÍ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÊ ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÙÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁ- ÎÉÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔŒ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁÍÉ áÂÅÌÑ. üÔÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ŒÙÒÁÖÁÀÔ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ Y ÓÎÏŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ Y . œÏÔ ÐÅÒŒÙÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÏÖÄÅÓÔŒ ∑ p+q=n p;q≥1

p^{p−1} p! q^{q−1} q! = 2(n − 1) n^{n−2} n! ∑ p+q=n p;q≥1

p^{p−1} p! q^{q−2} q! = 1 2 (n − 1)(n + 6) n^{n−3} n! ∑ p+q=n p;q≥1

p^{p−2} p! q^{q−2} q! = (n − 1)(n + 6) n^{n−4} n! ∑ p+q=n p;q≥1

p^{p−1} p! q^{q−3} q! = 1 12 (n − 1)(5n^2 + 14n + 48) n^{n−4} n!

ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÌÏÒÁÎÏŒÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÅÇÏ Œ A_+, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÑÄ Y^2 (1 − Y )^2

= (DY )^2 = ∑ n≥1 A_n n! q^n; ÇÄÅ A_n = n! ∑ p+q=n p;q≥1

p^p p! q^q q! :

èÏÔÑ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ A_n ÎÅÔ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ, ÉÈ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ŒÙ- ÞÉÓÌÑÔØ ÄÌÑ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n. œÏÔ ÐÅÒŒÙÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ: 0; 2; 24; 312; 4720; : : : . ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÒÑÄÕ (DY )^2 ÉÔÅÒÁÃÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ D, ÍÏÖÎÏ ÐÏ- ÌÕÞÉÔØ ÌÏÒÁÎÏŒÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÐÏÌÀÓÏÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÞÅÔÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ A ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÅÄÉÎÉÃÙ É ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÑÄÏŒ:

D^{1−k} Y = ∑ n≥1 n^{n−k} n! q^n; k ∈ Z; D^k ( Y 1 − Y

)_2 = ∑ n≥1 n^kA_n n! q^n; k ∈ N:

(çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÒÑÄÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ A.) üÔÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÐÒÉ- ŒÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ úŒÏÎËÉÎÁ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 17 äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ g; c; ˛_1; : : : ; ˛_c, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅ- ÎÉÅÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ g = 1 É c = 0, n-Ê ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÇÏ ÒÑÄÁ H_{g;fi1;:::;fic} ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ

h_{g;n;fi1;:::;fic} m! = P (n) n^n n! + Q(n)

A_n n! ; ÇÄÅ Q | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, É P | ÌÏÒÁÎÏŒÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

ðÒÉÍÅÒ 18 äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ g = 0, c = 1, ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ úŒÏÎËÉÎÁ ŒÙÔÅËÁ- ÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ çÕÒŒÉÃÁ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÊ ÒÑÄ ŒÓÅÇÄÁ ÌÅÖÉÔ Œ A_+. íÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÙ ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÅÅ A_n, ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÉ g = 0 ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ ŒÅÔŒÌÅÎÉÊ. çÉÐÏÔÅ- ÔÉÞÅÓËÉ, ÐÒÉ g = 0 ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÊ ÒÑÄ ŒÓÅÇÄÁ ÌÅÖÉÔ Œ A_+. îÁÐÒÉÍÅÒ,

H_{0;(3);(3)} = 1 12 Y^3(3Y + 2)(9Y + 2); h_{0;n;(3);(3)} (2n − 6)! = 3 4 (27n^2 − 137n + 180) n^{n−6} (n − 3)! ; H_{0;(2;2);(3)} =

3Y^4(Y + 1)(2Y + 1) (1 − Y ) ; h_{0;n;(2;2);(3)} (2n − 6)!

= 6(3n^2 − 15n + 20) n^{n−6} (n − 4)! ; H_{0;(2;2);(2;2)} = −

2 Y^4(Y + 1)(8Y^3 + Y^2 − 12Y − 1) (1 − Y )^3 ; h_{0;n;(2;2);(2;2)}

(2n − 6)!

= 8(2n^3 − 16n^2 + 43n − 40) n^{n−6} (n − 4)! :

ðÒÉÍÅÒ 19 œ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁËÒÙÔÉÊ ÒÏÄÁ 1 ÂÅÚ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ŒÅ- ÔŒÌÅÎÉÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

H_{1;∅}(q) = − 1 24 (Y + log(1 − Y )) = 1 24 (Y^2=2 + Y^3=3 + : : : );

h_{1;n;∅} (2n)! = A_n 24 n n! :

ðÒÉÍÅÒ 20 œÏÔ ÅÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÑŒÎÙÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ çÕÒŒÉÃÁ ÓÔÁÒÛÉÈ ÒÏÄÏŒ

H_{1;(3)} = −

3Y^3(Y − 2) 16(1 − Y )^2

h_{1;n;(3)} (2n − 2)! = − 3 8 n^{n−3} (n − 2)! + 3 16 A_n n! H_{1;(2;2)} =

2 Y^4(Y − 2)^2

(1 − Y )^4

h_{1;n;(2;2)} (2n − 2)! = 2 3 n^{n−3} (n − 2)! + 1 6 (n − 4)

A_n n! H_{1;(4)} = −

4Y^4(2Y − 3) 9(1 − Y )^2

h_{1;n;(4)} (2n − 3)! = − 16 9 (2n − 3) n^{n−4} (n − 2)! + 4 9 A_n n! H_{1;(3);(3)} =

Y^3(18Y^4 − 17Y^3 − 58Y^2 + 68Y + 16) 16(1 − Y )^4 h_{1;n;(3);(3)} (2n − 4)! = − 1 8 (27n^2 − 82n + 54) n^{n−4} (n − 2)! + 1 32 (27n − 56)

A_n n! H_{2;∅} =

Y^2(6Y + 1) 1440(1 − Y )^5 h_{2;n;∅} (2n + 2)! = 7 4320 n^n (n − 2)! − 5 1728

A_n (n − 1)!

éÚŒÅÓÔÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ úŒÏÎËÉÎÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÉÄÅÉ. îÕÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÊ ÁÎÁÌÏÇ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ìÑÛËÏ-ìÏÊÅÎÇÉ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ. òÅÁÌÉÚÁÃÉÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ ÔÒÅÂÕÅÔ ÐÒÉŒÌÅÞÅÎÉÑ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÁÐÐÁÒÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ É ÔÅÏÒÉÉ ËÏÇÏÍÏÌÇÉÊ. â«ÏÌØÛÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÊ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÐÒÏŒÅÄÅÎÁ Œ ÓÔÁÔØÅ åËÅÄÁÌÁ, ìÁÎÄÏ, ûÁÐÉÒÏ É œÁÊÎÛÔÅÊ- ÎÁ. õÄÉŒÉÔÅÌØÎÏ, ÎÏ ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÇÏ ÂÅÚ ÐÒÉŒÌÅÞÅÎÉÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÕÄÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÍÁÌÅÎØËÉÈ ÒÏÄÏŒ g = 0; 1. ñ ÐÒÉÇÌÁÛÁÀ ÓÌÕÛÁÔÅÌÅÊ Ë ÐÏÉÓËÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏ- ÒÅÍÙ úŒÏÎËÉÎÁ.

8. úÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ çÕÒŒÉÃÁ ÏÔ g

œ ÜÔÏÍ ÐÕÎËÔÅ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÄÌÑ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ÐÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏŒÁÔØ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ËÏÍ- ÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÔÏÄÏŒ ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑ ÞÉÓÅÌ çÕÒŒÉÃÁ. üÔÉ ÍÅÔÏÄÙ ÏÓÎÏŒÁÎÙ ÎÁ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐÙ G = S_n ÐÅ- ÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ñ ÎÁÄÅÀÓØ ÓÄÅÌÁÔØ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÎÑÔÎÙÍ ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÓÌÕÛÁÔÅÌÅÊ, ÎÅÚÎÁËÏÍÙÈ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁŒ ÉÈ Œ ÐÏÄÒÏÂÎÏÍ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ. äÌÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏŒ ÂÏ- ÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ ÓÔÅÐÅÎØ n ÎÁËÒÙÔÉÑ É ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ çÕÒŒÉÃÁ ÏÔ ÒÏÄÁ g ÎÁËÒÙŒÁÅÍÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÏÔ ÞÉÓÌÁ m ÔÏÞÅË ÐÒÏÓÔÏÇÏ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÊ ÒÑÄ

H_{fi1 ;:::;fic} (u) = ∑ g≥0 h_{g;n;fi1;:::;fic} u^m m! ; ÇÄÅ n ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÏ, Á ŒÅÌÉÞÉÎÙ m É g ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (4).

ôÅÏÒÅÍÁ 21 äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÒÑÄ H_{fi1;:::;fic} ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ u ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏÒÁÎÏŒÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ e^u, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÆÕÎËÃÉÊ ŒÉÄÁ e^{k u} Ó ÃÅÌÙÍÉ k.

ðÒÉÍÅÒ 22 ðÒÉŒÅÄÅÍ ÑŒÎÙÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÈ ÒÑÄÏŒ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ÎÅÂÏÌØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ n (ŒÓÀÄÕ Œ ÜÔÉÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ c = 1).

H_{(1)} = 1â

H_{(2)} = 1 4 (e^u − e^{−u});

H_{(1;1)} = 1 4 (e^u − 2 + e^{−u});

H_{(3)} = 1 18 (e^{3u} − 2 + e^{−3u});

H_{(2;1)} = 1 12 (e^{3u} − 3 e^u + 3 e^{−u} − e^{−3u});

H_{(1;1;1)} = 1 36 (e^{3u} − 9 e^u + 16 − 9 e^{−u} + e^{−3u}):

äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ c = 1, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÄÎÁ ŒÙÄÅÌÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÁ ÓÆÅÒÅ, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÅÔŒÌÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÔÉÐ ˛ = (b_1; : : : ; b_k), ÇÄÅ b_1 + · · · + b_k = n, Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ m ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË ÐÒÏ- ÓÔÙÅ É ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÉÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞ- ÎÙÅ ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÙÍ ÎÉÖÅ, ÐÒÉÍÅÎÉÍÙ É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ çÕÒŒÉÃÁ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÇÒÕÐÐÙ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË. íÏÎÏÄÒÏÍÉÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÏÂÈÏÄÕ ŒÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÔÉÐÁ (b_1; : : : ; b_k), ÒÁÚÂÉŒÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÎÅÏÓÏÂÏÇÏ ÓÌÏÑ ÎÁ k ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÏÒÑÄËÏŒ b_1; : : : ; b_k, ÐÒÉÞÅÍ ŒÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑ- ÀÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ. íÙ ÓËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÉÍÅÅÔ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÔÉÐ (b_1; : : : ; b_k). ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÄÉÎ ËÌÁÓÓ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ Œ ÇÒÕÐÐÅ G = S_n. òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁÎÎÙÍ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÐÒÉŒÏÄÑÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÉ- ÒÏŒËÅ.

þÉÓÌÏ n! h_{g;n;fi} ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (s_1; : : : ; s_m) ÔÒÁÎÓÐÏ- ÚÉÃÉÊ Œ ÇÒÕÐÐÅ S_n, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ 1) ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ s_1 · · · s_m | ÉÍÅÅÔ ÄÁÎÎÙÊ ÃÉ- ËÌÉÞÅÓËÉÊ ÔÉÐ ˛, É 2) ÇÒÕÐÐÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑÍÉ s_i, ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ.

œÔÏÒÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÎÁËÒÙŒÁÀÝÅÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. œ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÎÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ŒÁÒÉÁÎÔ ÞÉ- ÓÅÌ ÎÁËÒÙÔÉÊ ~h_{g;n;fi} É ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ~H_fi , Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÕÓÌÏŒÉÅ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÎÁËÒÙŒÁÀÝÅÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÏÔÂÒÏÛÅÎÏ. œÓÑËÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÎÅ- ÓŒÑÚÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÁËÒÙÔÉÊ ÓŒÑÚÎÙÍÉ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÁ ~h_{g;n;fi} É h_{g;n;fi} ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÁ:

~H_{(n)} = H_{(n)};

~H_{(p;q)} = H_{(p;q)} + H_p H_q ;

~H_{(p;q;r)} = H_{(p;q;r)} + H_{(p;q)}H_{(r)} + H_{(p;r)}H_{(q)} + H_{(r;q)}H_{(p)} + H_{(p)}H_{(q)}H_{(r)};

É Ô.Ä.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 21 ÄÌÑ ÒÑÄÏŒ H_fi ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ- ÍÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ ÄÌÑ ÒÑÄÏŒ ~H_fi .

éÔÁË, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÄÁÎÎÏ- ÇÏ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ m ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÕÐ- ÐÏŒÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ Z[G] ÇÒÕÐÐÙ G = S_n. åÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÙ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ (Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ) ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ. óÕÍÍÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÑ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏ, Á ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅÍ Œ ÓÁÍÏÊ ÇÒÕÐÐÅ. ðÕÓÔØ C_2 | ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ, Á C_fi | ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ ˛. ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ n! ~h_{g;n;fi} ÒÁŒÎÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ ÐÒÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ C^m_2 C_fi ∈ Z[G].

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ÒÁÓËÒÙÔÉÉ ÓËÏÂÏË Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ C^m_2 C_fi ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÓÌÁ- ÇÁÅÍÙÍ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ŒÉÄÁ (s_1; : : : ; s_m; s_{m+1}), ÇÄÅ ÐÅ- ÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ s_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÅÊ ÐÒÉ 1 ≤ i ≤ m, É ÉÍÅÅÔ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ

ÔÉÐ ˛ ÐÒÉ i = m + 1. ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒËÌÁÄ Œ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ ÄÁÀÔ ÉÍÅÎÎÏ ÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ.

äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÉÓËÏÍÏÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÕÄÏÂÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÐÒÉÅÍÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C [G] ≃ C^{n!} (ÜÔÏ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÒÅ- ÇÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÁÑ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÇÒÕÐÐÙ G, ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÎÕÌÉ ÎÁ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÅÅ ÓÌÅÄ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. óÌÅÄ ÖÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁ- ŒÅÎ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ n!. ïÔÓÀÄÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ~h_{g;n;fi} = 1 (n!)^2 tr_{C(G)} (C^m_2 C_fi):

äÁÌÅÅ, ËÁË É ŒÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ. ïÄÉÎ ÉÚ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÅ – ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Œ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍ, ÐÒÉÞÅÍ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÅÇÏ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ ÒÁŒÎÁ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ dim –. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

~h_{g;n;fi} = ∑ ˘ dim – (n!)^2 tr_˘(C^m_2 C_fi );

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÒÉÑÍ ÇÒÕÐ- ÐÙ G. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ C_2; C_fi ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ Œ ËÁÖÄÏÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ – ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÓËÁÌÑÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ f_2(–) É f_fi (–), ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÃÅÎÔÒÕ ÁÌÇÅÂÒÙ Z[G], ÔÏ ÅÓÔØ ÏÎÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÇÒÕÐÐÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÑËÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ C_2 ÉÌÉ C_fi ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ŒÓÅÊ ÇÒÕÐÐÙ. îÏ ÄÌÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ- ÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ | ÓÁÍÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÄÌÑ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÏŒ C_2 É C_fi . íÙ ÐÒÉÛÌÉ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ŒÙÒÁÖÅÎÉÀ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÎÁËÒÙÔÉÊ:

~h_{g;n;fi} = ∑ ˘ ( dim – n! )_2

f_2(–)^mf_fi (–):

äÏÍÎÏÖÁÑ ÎÁ u^m=m! É ÓÕÍÍÉÒÕÑ ÐÏ m, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

~H_fi = ∑ ˘ ( dim – n! )_2

f_fi (–) e^{f2(˘)u}:

üÔÁ ÑŒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ 21. ï ÔÏÍ, ËÁË ÅÅ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÎÁ ÐÒÁË- ÔÉËÅ, ÍÏÖÎÏ ÕÚÎÁÔØ ÉÚ ËÕÒÓÁ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ.