
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, áëèçêèå ê ïåðèîäè÷åñêèì.
Çàíÿòèå 1

Íåêîòîðûå èñïîëüçóåìûå îáîçíà÷åíèÿ:
{·} � äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà,
[·] = b·c � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà,
d·e � ïîòîëîê ÷èñëà, òî åñòü áëèæàéøåå ñâåðõó öåëîå ÷èñëî,
f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸

n

, òî åñòü êîìïîçèöèÿ ôóíêöèè f ñ ñàìîé ñîáîé n ðàç, îáîçíà÷àåòñÿ f◦n,

Fu � ìíîæåñòâî ïîäñëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u,
Fu(n) � ìíîæåñòâî ïîäñëîâ äëèíû n ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u,
pu(n) = |Fu(n)| � ïîäñëîâíàÿ ñëîæíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u,
log x � äâîè÷íûé ëîãàðèôì log2 x,
signx � çíàê ÷èñëà,
π(·) � íàêëîí äâîè÷íîãî ñëîâà, òî åñòü äîëÿ åäèíèö.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = {nx}, ãäå x � ôèêñèðîâàííîå èððàöèîíàëüíîå
÷èñëî.

1. à) Äîêàæèòå, ÷òî â íåé åñòü ñêîëü óãîäíî ìàëûå çíà÷åíèÿ.
á) Äîêàæèòå, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñþäó ïëîòíà íà [0; 1), òî åñòü íà ëþáîì èíòåð-
âàëå, âëîæåííîì â ýòîò ïîëóèíòåðâàë, åñòü òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
â) Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåíü äâîéêè ìîæåò íà÷èíàòüñÿ ñ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öèôð
(íà÷èíàþùåéñÿ íå ñ íóëÿ).

2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(ak, . . . , ak+l) áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç ïîâòîðÿåòñÿ â an ñ òî÷íîñòüþ ε (òî åñòü äëÿ êàêèõ-
òî ïîçèöèé r1, . . . , ri, . . . âåðíî, ÷òî ∀i ∀1 < j 6 l |ak+j − ari+j | < ε).

Îïðåäåëåíèå 3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü un íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè äëÿ íåêîòî-
ðîãî T (íàçûâàåìîãî ïåðèîäîì) èìååì ui+T = ui äëÿ âñåõ i. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàêëþ÷è-
òåëüíî ïåðèîäè÷åñêàÿ, åñëè îíà ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà.

Êëàññ ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îáîçíà÷èì P, çàêëþ÷èòåëüíî ïåðèîäè÷å-
ñêèõ � EP (eventually periodic).

Îïðåäåëåíèå 4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ èç êîíå÷íîãî àëôàâèòà íàçûâàåòñÿ
îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ l(n), ÷òî ëþáîå ñëîâî
äëèíû n ëèáî íå âñòðå÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íèãäå ïðàâåå l(n)-ãî ìåñòà, ëèáî âñòðå-
÷àåòñÿ â êàæäîì å¼ îòðåçêå äëèíû l(n). Îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè êàæäîå ñëîâî, âõîäÿùåå â íå¼, âñòðå÷àåòñÿ
â íåé áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç. Ìèíèìàëüíàÿ l(·), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòîìó îïðåäåëåíèþ, íàçû-
âàåòñÿ ðåãóëÿòîðîì ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ çàêëþ÷èòåëü-
íî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè ïðè îòðåçàíèè îò íå¼ íåêîòîðîãî ïðåôèêñà îíà ñòàíîâèòñÿ
ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé.

Êëàññ îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îáîçíà÷èì GAP (generalized
almost periodic), ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ � AP (almost periodic), çàêëþ÷èòåëüíî ïî÷òè ïåðè-
îäè÷åñêèõ � EAP (eventually almost periodic).

5. Äîêàæèòå, ÷òî ðåãóëÿòîð � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ.
Ðàçîáü¼ì èíòåðâàë [0; 1) íà äâà òî÷êîé α, òàêîé ÷òî α /∈ {{nx} | n ∈ Z}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

g(t) ôóíêöèþ, ðàâíóþ íóëþ íà [α; 1) è åäèíèöå íà [0;α) (èíäèêàòîð ìíîæåñòâà [0;α)).
6. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü g(an) ïî÷òè ïåðèîäè÷íà.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü sign(sin(n)) ïî÷òè ïåðèîäè÷íà.
â) Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �ïåðâàÿ öèôðà ÷èñëà en� ïî÷òè ïåðèîäè÷íà.
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7. à) Äîêàæèòå, ÷òî âûïîëíåíî P ⊂ AP ⊂ EAP ⊂ GAP.
á) Äîêàæèòå, ÷òî âñå âêëþ÷åíèÿ ïóíêòà à) ñòðîãèå.
â) Äîêàæèòå, ÷òî âûïîëíåíî P ⊂ EP ⊂ AP, è âñå âêëþ÷åíèÿ çäåñü ñòðîãèå.
ã) Äîêàæèòå ðàâåíñòâî AP ∩ EP = P.

Âîò êàê íàãëÿäíî ìîæíî èçîáðàçèòü âñå ðàññìîòðåííûå êëàññû:

AP

P

EP

EAP GAP

Ðàññìîòðèì ÷óòü áîëåå îáùóþ ñèòóàöèþ, bn = {nx+ y}, è α 6= bn äàæå ïðè îòðèöàòåëü-
íûõ n.

8. à) Äîêàæèòå, ÷òî çíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü g(bn) ìîæíî âîññòàíîâèòü x è y.
á) Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âîññòàíîâèòü x è y ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ, ñïðîñèâ êîíå÷íîå (õîòÿ
è íåèçâåñòíîå çàðàíåå) êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè g(bn).

Ðàññìîòðèì bn êàê äâóñòîðîííþþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî åñòü áóäåì ðàññìàòðèâàòü
n ∈ Z.

9. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì x ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàçëè÷íûõ äàæå
ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà äâóñòîðîííèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà g({nx + y}), íî ïðè ýòîì
êàæäûé êîíå÷íûé îòðåçîê ëþáîé èç íèõ áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç âñòðå÷àåòñÿ â ëþáîé äðóãîé.

Îïðåäåëåíèå 10. Íàïèøåì ñèìâîë 0. Òåïåðü áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç ïîâòîðèì òàêóþ
îïåðàöèþ: ê òåêóùåìó êîíå÷íîìó ñëîâó ïðèïèñàòü åãî �îòðàæåíèå� � ñëîâî, ïîëó÷åííîå èç
íåãî çàìåíîé 0 íà 1 è 1 íà 0. Òî åñòü äàëüøå ìû ïîëó÷èì 01, ïîòîì 0110, çàòåì 01101001,
è ò. ä. Âûïèñàííàÿ â êîíöå êîíöîâ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ Òóý�Ìîðñà. Îíà íà÷èíàåòñÿ òàê: 01101001100101101001011001101001. . .

11. à) Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tn ðåêóðñèâíî: t0 = 0, t2n = tn, t2n+1 = t̄n, ãäå
÷åðòà ñâåðõó îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ îòðàæåíèÿ: 0̄ = 1 è 1̄ = 0. Äîêàæèòå, ÷òî tn � ýòî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Òóý�Ìîðñà.
á) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vn îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðåäñòàâèì ÷èñëî n
â äâîè÷íîé çàïèñè, ïîñ÷èòàåì ñóììó öèôð è âîçüì¼ì ðåçóëüòàò ïî ìîäóëþ 2 � ýòî è áóäåò
çíà÷åíèå vn. Äîêàæèòå, ÷òî vn ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Òóý�Ìîðñà.

12. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Òóý�Ìîðñà ïî÷òè ïåðèîäè÷íà.
13. à) Äîêàæèòå, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Òóý�Ìîðñà íå âõîäèò ñëîâî âèäà uuu íè

äëÿ êàêîãî íåïóñòîãî u.
á) Äîêàæèòå, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Òóý�Ìîðñà íå âõîäèò íèêàêîå ñëîâî âèäà axaxa,
ãäå a � ñèìâîë, à x � ïðîèçâîëüíîå ñëîâî.
â) Ñóùåñòâóåò ëè äâîè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â êîòîðóþ íå âõîäÿò êâàäðàòû, òî åñòü
ñëîâà âèäà uu?
ã) Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ òðîè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü?

14. Ïóñòü f(t) = 1 − 2|x − 0,5|, à g(·) � èíäèêàòîð ïîëóèíòåðâàëà [0; 0,5). Âñåãäà ëè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü g(f◦n(x)) áóäåò ïî÷òè ïåðèîäè÷íà?

15. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü sign(sin(n + [ln n]
[ln ln n])). ßâëÿåòñÿ ëè îíà îáîáù¼ííî

ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé? Çàêëþ÷èòåëüíî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé?
16. Äîêàæèòå, ÷òî pu � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ.
17. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàêëþ÷èòåëüíî ïåðèîäè÷íà òîãäà è òîëüêî
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òîãäà, êîãäà å¼ ïîäñëîâíàÿ ñëîæíîñòü îãðàíè÷åíà.
á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ó äâîè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðè êàêîì-òî n âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî pu(n) 6 n, òî îíà çàêëþ÷èòåëüíî ïåðèîäè÷íà.
Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèòå �ñïåöèàëüíûå ñëîâà� � ïîäñëîâà, ïîñëå êîòîðûõ â ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ìîæåò èäòè ëþáàÿ èç äâóõ öèôð.

18. à) Äîêàæèòå äëÿ ëþáûõ ÷èñåë m, n è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u: pu(m+n) 6 pu(m)pu(n).
á) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u ñóùåñòâóåò ÷èñëî Eu = limn→∞

log pu(n)
n

,
íàçûâàåìîå å¼ ýíòðîïèåé.
â) Äîêàæèòå, ÷òî 0 6 Eu 6 log k äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u íàä àëôàâèòîì èç k
ñèìâîëîâ.

Îïðåäåëåíèå 19. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f : N→ N èíîãäà íàìíîãî áîëüøå, ÷åì
g : N→ N, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ni, òàêàÿ ÷òî f(ni)

g(ni)
→∞.

20. à) Ïîñòðîéòå äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èíîãäà íàìíîãî áîëüøå
äðóãîé.
á) Ïîñòðîéòå íå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ó êîòîðîé ïîäñëîâíàÿ ñëîæ-
íîñòü èíîãäà íàìíîãî ìåíüøå, ÷åì ó íåêîòîðîé ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé.
â) Ïîñòðîéòå íå îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ó êîòîðîé ïîäñëîâ-
íàÿ ñëîæíîñòü ëèíåéíà.
ã) Ïîñòðîéòå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ó êîòîðîé ïîäñëîâíàÿ ñëîæíîñòü
èíîãäà íàìíîãî áîëüøå n100.
ä) Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë an, n2 < an < n1000. Ïîñòðîéòå ïî-
÷òè ïåðèîäè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ó êîòîðîé ïîäñëîâíàÿ ñëîæíîñòü èíîãäà íàìíîãî
áîëüøå an è îäíîâðåìåííî èíîãäà íàìíîãî ìåíüøå an.

21. (Îïðåäåëåíèå ýíòðîïèè Eu ñì. â çàäà÷å 18).
à) Äîêàæèòå, ÷òî Eu < 1 äëÿ ëþáîé îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé u.
á) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî β < 1 íàéä¼òñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ u, òàêàÿ ÷òî Eu > β.
â∗) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî 0 < β < 1 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u, òàêàÿ ÷òî
Eu = β. Ìîæíî ëè âûáðàòü òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé?

Îïðåäåëåíèå 22. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Øòóðìà íàçûâàåòñÿ äâîè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, ó êîòîðîé ïîäñëîâíàÿ ñëîæíîñòü pu(n) = n + 1.

23. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Øòóðìà çàêëþ÷èòåëüíî ïî÷òè ïåðèîäè÷íû.
Îïðåäåëåíèå 24. Ïîäñëîâî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàåòñÿ êîíñåðâàòèâíûì, åñëè

ïîñëå íåãî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñåãäà èä¼ò îäíà è òà æå öèôðà.
25. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü ïîäñëîâî äëèíû 2n, ó êîòîðîãî âñå

ïîäñëîâà äëèíû n êîíñåðâàòèâíû, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàêëþ÷èòåëüíî ïåðèîäè÷íà.
Îïðåäåëåíèå 26. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííîé, åñëè êîëè÷åñòâî

åäèíèö â ëþáûõ äâóõ å¼ ïîäñëîâàõ îäèíàêîâîé äëèíû îòëè÷àåòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà îäèí.
27. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïîäñëîâíàÿ ñëîæíîñòü ñáàëàíñèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå

áîëüøå, ÷åì n + 1.
á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ñáàëàíñèðîâàíà, òî íàéä¼òñÿ òàêîé ïàëèí-
äðîì w, òî íàéä¼òñÿ òàêîé ïàëèíäðîì, ÷òî 0w0 è 1w1 âõîäÿò â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
â) Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþØòóðìà òîãäà è òîëü-
êî òîãäà êîãäà îíà íåïåðèîäè÷åñêîé è ñáàëàíñèðîâàíà.

Îïðåäåëåíèå 28. Íàêëîíîì äâîè÷íîãî ñëîâà w íàçûâàåòñÿ äîëÿ åäèíèö â í¼ì. Îáî-
çíà÷åíèå: π(w).

29. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñáàëàíñèðîâàíà, òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà
äëÿ ëþáûõ äâóõ å¼ ïîäñëîâ x è y âûïîëíåíî π(x) = π(y) < 1

|x| +
1
|y| .
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á) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñáàëàíñèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò ïðåäåë íàêëîíà
ïðåôèêñà ïðè ñòðåìëåíèè äëèíû ïðåôèêñà ê áåñêîíå÷íîñòè. Îí íàçûâàåòñÿ íàêëîíîì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè.
â) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñáàëàíñèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ íàêëîíîì α äëÿ ëþáîãî
ïîäñëîâà u âûïîëíåíî π(u) − α < 1

|u| . ã) Äîêàæèòå, ÷òî íàêëîí ñáàëàíñèðîâàííîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ðàöèîíàëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàêëþ÷èòåëüíî
ïåðèîäè÷íà.

Îïðåäåëåíèå 30. Ìåõàíè÷åñêèìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ñ ïàðàìåòðàìè α, ρ íàçûâà-
þòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bα(n + 1) + ρc− bα(n) + ρc (íèæíÿÿ) è dα(n + 1) + ρe− dα(n) + ρe
(âåðõíÿÿ).

31. Âåðíî ëè, ÷òî âñÿêàÿ âåðõíÿÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ íèæíåé
äëÿ òîãî æå α è äðóãîãî ρ.

Îïðåäåëåíèå 32. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûìè, åñëè îíè
îñòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè ïîñëå óäàëåíèÿ ëþáûõ ïðåôèêñîâ.

33. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè äàííîì α ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ
ìåõàíè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ðàçëè÷àþùèõñÿ òîëüêî ρ.

34. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñáàëàíñèðîâàíà.
35. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Øòóðìà òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ìåõàíè÷åñêîé ñ èððàöèîíàëüíûì íàêëîíîì.
36. ßâëÿåòñÿ ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Òóý�Ìîðñà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Øòóðìà?
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