
ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÂÌÉÚËÉÅ Ë ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ

úÁÄÁÞÉ Ë ÚÁÎÑÔÉÑÍ

àÒÉÊ ðÒÉÔÙËÉÎ, íÉÈÁÉÌ òÁÓËÉÎ
ìÅÔÎÑÑ ÛËÏÌÁ \óÏ×ÒÅÍÅÎÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ", äÕÂÎÁ, 19{30 ÉÀÌÑ 2007 Ç.

îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ:
{·} | ÄÒÏÂÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ,
[·] = b·c | ÃÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ,
d·e | ÐÏÔÏÌÏË ÞÉÓÌÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÂÌÉÖÁÊÛÅÅ Ó×ÅÒÈÕ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ,
Fx | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÄÓÌÏ× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x,
Fx(n) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÄÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x,
px(n) = |Fx(n)| | ÐÏÄÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x,
log t | Ä×ÏÉÞÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ log2 t,
sign t | ÚÎÁË ÞÉÓÌÁ,
�(·) | ÎÁËÌÏÎ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÏÌÑ ÅÄÉÎÉÃ,
Tu | ÓÌÏ×Ï ô£ÐÌÉÃÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÉÚ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á u.

úÁÎÑÔÉÅ 1

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ an = {nx}, ÇÄÅ x | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉ-
ÓÌÏ.

1.1. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÎÅÊ ÅÓÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÁ ÎÁ [0; 1), ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ,
×ÌÏÖÅÎÎÏÍ × ÜÔÏÔ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌ, ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.
×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ Ä×ÏÊËÉ ÍÏÖÅÔ ÎÁÞÉÎÁÔØÓÑ Ó ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÃÉÆÒ (ÎÁ-
ÞÉÎÁÀÝÅÊÓÑ ÎÅ Ó ÎÕÌÑ).

1.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ " > 0 ÌÀÂÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
(ak; : : : ; ak+l) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ ÐÏ×ÔÏÒÑÅÔÓÑ × an Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ " (ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ
ÐÏÚÉÃÉÊ r1; : : : ; ri; : : : ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ ∀i ∀1 < j 6 l |ak+j − ari+j | < ").

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.3. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ un ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ-
ÒÏÇÏ T (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÐÅÒÉÏÄÏÍ) ÉÍÅÅÍ ui+T = ui ÄÌÑ ×ÓÅÈ i. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÁËÌÀÞÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÓÔÁ.

ëÌÁÓÓ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ P, ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ |
EP (eventually periodic).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.4. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ l(n), ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ
n ÌÉÂÏ ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÉÇÄÅ ÐÒÁ×ÅÅ l(n)-ÇÏ ÍÅÓÔÁ, ÌÉÂÏ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × ËÁ-
ÖÄÏÍ Å£ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ l(n). ïÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏ×Ï, ×ÈÏÄÑÝÅÅ × ÎÅ£, ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × ÎÅÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ
ÒÁÚ. íÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ l(·), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÏÍ ÐÏÞÔÉ
ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ
ÐÒÉ ÏÔÒÅÚÁÎÉÉ ÏÔ ÎÅ£ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÅÆÉËÓÁ ÏÎÁ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ.
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ëÌÁÓÓ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ GAP (generalized
almost periodic), ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ | AP (almost periodic), ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏ-
ÄÉÞÅÓËÉÈ | EAP (eventually almost periodic).

1.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ | ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.
òÁÚÏÂØ£Í ÉÎÔÅÒ×ÁÌ [0; 1) ÎÁ Ä×Á ÔÏÞËÏÊ �, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ � =∈ {{nx} | n ∈ Z}. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ

g(t) ÆÕÎËÃÉÀ, ÒÁ×ÎÕÀ ÎÕÌÀ ÎÁ [�; 1) É ÅÄÉÎÉÃÅ ÎÁ [0;�) (ÉÎÄÉËÁÔÏÒ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á [0;�)).
1.6. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ g(an) ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ sign(sin(n)) ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ.
×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ \ÐÅÒ×ÁÑ ÃÉÆÒÁ ÞÉÓÌÁ en" ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ.

1.7. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ P ⊂ AP ⊂ EAP ⊂ GAP.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ ÐÕÎËÔÁ Á) ÓÔÒÏÇÉÅ.
×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ P ⊂ EP ⊂ AP, É ×ÓÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ ÚÄÅÓØ ÓÔÒÏÇÉÅ.
Ç) äÏËÁÖÉÔÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï AP ∩ EP = P.

÷ÏÔ ËÁË ÎÁÇÌÑÄÎÏ ÍÏÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ×ÓÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ:

AP

P

EP

EAP GAP

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ: bn = {nx + y}, É � 6= bn (� ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ g)
ÄÁÖÅ ÐÒÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ n.

1.8. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ g(bn) ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ x É y.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ x É y Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ, ÓÐÒÏÓÉ× ËÏÎÅÞÎÏÅ (ÈÏÔÑ
É ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÚÁÒÁÎÅÅ) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ g(bn).

1.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ x ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄÁÖÅ
Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÄ×ÉÇÁ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ×ÉÄÁ g({nx + y}), n ∈ Z, ÎÏ ÐÒÉ
ÜÔÏÍ ËÁÖÄÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × ÌÀÂÏÊ
ÄÒÕÇÏÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.10. îÁÐÉÛÅÍ ÓÉÍ×ÏÌ 0. ôÅÐÅÒØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ ÐÏ×ÔÏÒÉÍ ÔÁËÕÀ
ÏÐÅÒÁÃÉÀ: Ë ÔÅËÕÝÅÍÕ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÓÌÏ×Õ ÐÒÉÐÉÓÁÔØ ÅÇÏ \ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ" | ÓÌÏ×Ï, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÉÚ
ÎÅÇÏ ÚÁÍÅÎÏÊ 0 ÎÁ 1 É 1 ÎÁ 0. ôÏ ÅÓÔØ ÄÁÌØÛÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ 01, ÐÏÔÏÍ 0110, ÚÁÔÅÍ 01101001,
É Ô. Ä. ÷ÙÐÉÓÁÎÎÁÑ × ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏ× ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ôÕÜ{íÏÒÓÁ. ïÎÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÔÁË: 01101001100101101001011001101001. . .

1.11. Á) ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ tn ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ: t0 = 0, t2n = tn, t2n+1 = �tn, ÇÄÅ
ÞÅÒÔÁ Ó×ÅÒÈÕ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ: �0 = 1 É �1 = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ tn | ÜÔÏ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ôÕÜ{íÏÒÓÁ.
Â) ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ vn ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÞÉÓÌÏ n × Ä×Ï-
ÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ, ÐÏÓÞÉÔÁÅÍ ÓÕÍÍÕ ÃÉÆÒ É ×ÏÚØÍ£Í ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2 | ÜÔÏ É ÂÕÄÅÔ ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÅ vn. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ vn ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ôÕÜ{íÏÒÓÁ.

1.12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ôÕÜ{íÏÒÓÁ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ.
1.13. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ôÕÜ{íÏÒÓÁ ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ ÓÌÏ×Ï ×ÉÄÁ uuu ÎÉ ÄÌÑ

ËÁËÏÇÏ ÎÅÐÕÓÔÏÇÏ u.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ôÕÜ{íÏÒÓÁ ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ ÎÉËÁËÏÅ ÓÌÏ×Ï ×ÉÄÁ axaxa, ÇÄÅ
a | ÓÉÍ×ÏÌ, Á x | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÓÌÏ×Ï.
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×) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ Ä×ÏÉÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, × ËÏÔÏÒÕÀ ÎÅ ×ÈÏÄÑÔ Ë×ÁÄÒÁÔÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÌÏ×Á
×ÉÄÁ uu?
Ç) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÁÑ ÔÒÏÉÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ?

1.14. ðÕÓÔØ f(x) = 1 − 2|x − 0;5|, Á g(·) | ÉÎÄÉËÁÔÏÒ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ [0; 0;5). ÷ÓÅÇÄÁ
ÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ xn = g(f(f(: : : (f(x)) : : : ))) (n ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ f) ÂÕÄÅÔ ÐÏÞÔÉ
ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ?

1.15. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ sign(sin(n + [lnn]
[ln lnn])). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÁ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ

ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ? úÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ?
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.16. ðÏÄÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË-

ÃÉÑ, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÞÉÓÌÕ n ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÈÏÄÑÔ × x. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: px.
1.17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ px | ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.18. ðÏÄÓÌÏ×Ï × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÓÅÒ×ÁÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ

ÐÏÓÌÅ ÎÅÇÏ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÓÅÇÄÁ ÉÄ£Ô ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÓÉÍ×ÏÌ. ðÏÄÓÌÏ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅ ÎÅÇÏ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔ ÉÄÔÉ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÓÉÍ×ÏÌÏ×.

1.19. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ 2n, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ
×ÓÅ ÐÏÄÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n ËÏÎÓÅÒ×ÁÔÉ×ÎÙ, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏ-
ÇÄÁ Å£ ÐÏÄÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ.
×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ÐÒÉ ËÁËÏÍ-ÔÏ n ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅ-
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï px(n) 6 n, ÔÏ ÏÎÁ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ.

1.20. Á) äÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌm, n É ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x: px(m+n) 6 px(m)px(n).
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ Ex = limn→∞

log px(n)
n ,

ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ Å£ ÜÎÔÒÏÐÉÅÊ.
×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 0 6 Ex 6 log k ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ ÉÚ k ÓÉÍ×Ï-
ÌÏ×.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.21. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f : N→ N ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ
g : N→ N, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ni, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ f(ni)

g(ni) →∞.
1.22. Á) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ Ä×Å ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ

ÄÒÕÇÏÊ.
Â) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÅ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÄÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ
ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÍÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ Õ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ.
×) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÅ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÄÓÌÏ×ÎÁÑ
ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁ.
Ç) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÄÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ
ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ n100.
Ä) ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ an, n2 < an < n1000. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏÞÔÉ
ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÄÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ
an É ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÍÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ an.

1.23. (ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜÎÔÒÏÐÉÉ Ex ÓÍ. × ÚÁÄÁÞÅ 1.20).
Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ex < 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ x.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � < 1 ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ x, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ Ex > �.
×)∗ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ 0 < � < 1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ Ex = �.
íÏÖÎÏ ÌÉ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.24. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ûÔÕÒÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (Ä×ÏÉÞÎÁÑ) ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ x, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÄÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ px(n) = n+ 1.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.25. ä×ÏÉÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÅÄÉÎÉÃ × ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ Å£ ÐÏÄÓÌÏ×ÁÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ
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ÏÄÉÎ.
1.26. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ

ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ n+ 1.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÁ, ÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÐÁÌÉÎÄÒÏÍ
w, ÞÔÏ 0w0 É 1w1 ×ÈÏÄÑÔ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.
×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ûÔÕÒÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ É ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.27. îÁËÌÏÎÏÍ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á w ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏÌÑ ÅÄÉÎÉÃ × Î£Í. ïÂÏ-
ÚÎÁÞÅÎÉÅ: �(w).

1.28. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÁ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ËÏÇÄÁ
ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ Å£ ÐÏÄÓÌÏ× x É y ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ |�(x)− �(y)| < 1

|x| + 1
|y| .

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ ÎÁËÌÏÎÁ ÐÒÅ-
ÆÉËÓÁ ÐÒÉ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÉ ÄÌÉÎÙ ÐÒÅÆÉËÓÁ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. ïÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁËÌÏÎÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.
×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÎÁËÌÏÎÏÍ � ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄ-
ÓÌÏ×Á u ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ |�(u)− �| < 1

|u| .
Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁËÌÏÎ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.29. îÉÖÎÅÊ É ×ÅÒÈÎÅÊ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ Ó ÐÁÒÁÍÅ-
ÔÒÁÍÉ �, � ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ b�(n+1)+�c−b�(n)+�c É d�(n+1)+�e−d�(n)+�e
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

1.30. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉÖÎÅÊ
(×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ)?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.31. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ
ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÐÏÓÌÅ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÌÀÂÙÈ ÐÒÅÆÉËÓÏ×.

1.32. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ � ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ
ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÒÁÚÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ �.

1.33. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÁ.
1.34. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ûÔÕÒÍÁ ÔÏÇÄÁ

É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÊ Ó ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÎÁËÌÏÎÏÍ.
1.35. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ûÔÕÒÍÁ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÙ.
1.36. ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ôÕÜ{íÏÒÓÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ûÔÕÒÍÁ?

úÁÎÑÔÉÅ 2

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. âÌÏÞÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÓÌÏ× ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏ-
ÛÅÎÉÑÍÉ: a ⊗ 0 = a, a ⊗ 1 = a (ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ a), a ⊗ uv = (a ⊗ u)(a ⊗ v). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ×Ï
×ÔÏÒÏÍ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅ ÚÁÍÅÎÑÅÍ 0 ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ, Á 1 | ÎÁ ÅÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ.

2.2. áÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ ÌÉ ÂÌÏÞÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ? ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ ÌÉ?
2.3. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÂÌÏÞÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÌÏ× ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑ

Ó ÎÕÌÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ.
2.4. ìÀÂÁÑ ÌÉ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ËÁË ÂÌÏÞÎÏÅ

ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ?
2.5. îÁÊÄÉÔÅ 5, 5047 É 4473 ÓÉÍ×ÏÌ ÂÌÏÞÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ 01 ⊗ 011 ⊗ 0101 ⊗ 00110 ⊗

010010 ⊗ 0010001 ⊗ 01101001 ⊗ 000111000. (îÁ ×ÓÅ ÔÒÉ ×ÏÐÒÏÓÁ ÍÏÖÎÏ ÏÔ×ÅÔÉÔØ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ
ÔÏÌØËÏ ÒÕÞËÏÊ É ÏÄÎÉÍ ÔÅÔÒÁÄÎÙÍ ÌÉÓÔÏÍ.)

2.6. Á) ðÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ôÕÜ{íÏÒÓÁ × ×ÉÄÅ ÂÌÏÞÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ.
Â) ïÃÅÎÉÔÅ ÐÏÄÓÌÏ×ÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ôÕÜ{íÏÒÓÁ.
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ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.7. äÅËÁÒÔÏ×ÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ x, y ÓÉÍ×ÏÌÏ×
ËÏÎÅÞÎÙÈ ÁÌÆÁ×ÉÔÏ× A, B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x × y ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A × B,
ÔÁËÁÑ ÞÔÏ (x× y)k = xk × yk.

2.8. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÅËÁÒÔÏ×Ï ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ x; y ∈ P ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÅËÁÒÔÏ×Ï ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ x ∈ P É y ∈ AP ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ.

2.9. ðÕÓÔØ x; y ∈ AP.
Á) íÏÖÅÔ ÌÉ ÂÙÔØ ÔÁË, ÞÔÏ x× y ∈ EAP \ AP?
Â) íÏÖÅÔ ÌÉ ÂÙÔØ ÔÁË, ÞÔÏ x× y ∈ GAP \ EAP?
×) íÏÖÅÔ ÌÉ ÂÙÔØ ÔÁË, ÞÔÏ x× y =∈ GAP?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.10. ðÕÓÔØ A, B | ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ
×ÈÏÄÎÏÊ É ×ÙÈÏÄÎÏÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ, Q | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ. ëÏÎÅÞÎÙÍ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÉÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ S : Q × A → Q, O : Q × A → B É ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ
q0 ∈ Q. óÍÙÓÌ: ÓÎÁÞÁÌÁ Á×ÔÏÍÁÔ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q0, ÐÏÔÏÍ ÅÍÕ ÎÁ ×ÈÏÄ ÐÏÄÁÀÔÓÑ ÐÏ
ÏÄÎÏÍÕ ÓÉÍ×ÏÌÙ ÉÚ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ, S ÐÏ ÓÔÁÒÏÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ É ÐÏÓÔÕÐÉ×ÛÅÍÕ ÓÉÍ×ÏÌÕ
×ÙÄÁ£Ô ÎÏ×ÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, Á O | ÓÉÍ×ÏÌ, ÐÏÄÁ×ÁÅÍÙÊ ÎÁ ×ÙÈÏÄ. ðÒÉÍÅÒ: ÐÕÓÔØ A = B = Q =
{0; 1}, q0 = 0, É ÐÕÓÔØ S(s; q) = O(s; q) = s+ q (mod 2). ôÏÇÄÁ ÜÔÏÔ Á×ÔÏÍÁÔ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ
×ÙÄÁ£Ô ÎÁ ×ÙÈÏÄ ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÇÏ ÐÏÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁ ×ÈÏÄ Ë ÜÔÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ Ä×Á.

2.11. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ, ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÝÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÅ × ÓÔÏÌÂÉË × Ä×ÏÉÞÎÏÊ
ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ | ÎÁ ×ÈÏÄ ÐÏÄÁÀÔÓÑ ÐÁÒÙ ÃÉÆÒ ÏÄÎÁ ÎÁÄ ÄÒÕÇÏÊ (ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ
ÔÁË ÐÏÄÁÀÔÓÑ ÓËÌÁÄÙ×ÁÅÍÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÒÉÞ£Í Ó ËÏÎÃÁ), Á ÎÁ ×ÙÈÏÄ ÄÏÌÖÎÙ ×ÙÄÁ×ÁÔØÓÑ ÃÉÆÒÙ
ÓÕÍÍÙ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÏÊ Á×ÔÏÍÁÔ ÄÌÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ?
á × ÕÎÁÒÎÏÊ (ÞÉÓÌÏ n ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÓÌÏ×Ï ÉÚ n ÅÄÉÎÉÃ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÒÅÄ×ÁÒÑÅÍÙÈ ÐÒÏÉÚ-
×ÏÌØÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÐÒÏÂÅÌÁ)?

2.12. íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ, ÕÍÎÏÖÁÀÝÉÊ ÞÉÓÌÁ × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ
ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÁ ÐÏÄÁÀÔÓÑ ÎÁ ×ÈÏÄ ÔÁË ÖÅ, ËÁË × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ?

2.13. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× Ó Ä×ÕÍÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ É Ä×Ï-
ÉÞÎÙÍÉ ×ÈÏÄÎÙÍ É ×ÙÈÏÄÎÙÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÁÍÉ? óËÏÌØËÏ ÉÚ ÎÉÈ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ,
ÈÏÔÑ ÂÙ ÐÒÉ ÏÄÎÏÍ ×ÈÏÄÅ ÈÏÔØ ÒÁÚ ×Ù×ÏÄÑÔ 1? óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ
Á×ÔÏÍÁÔÏ× Ó ÔÒÅÍÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ É Ä×ÏÉÞÎÙÍÉ ×ÈÏÄÎÙÍ É ×ÙÈÏÄÎÙÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÁÍÉ?

2.14. Á) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ ÓÏ ×ÈÏÄÎÙÍ É ×ÙÈÏÄÎÙÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ {0; 1}, ËÏÔÏÒÙÊ
×ÙÄÁ£Ô 0 ÄÏ ÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, ÐÏËÁ ÓÒÅÄÉ ÐÏÄÁÎÎÙÈ ÎÁ ×ÈÏÄ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÎÅ ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ ÓÌÏ×Ï ÉÚ
ÓÉÍ×ÏÌÏ× 01100, ÉÄÕÝÉÈ ÐÏÄÒÑÄ, É ×ÙÄÁ×ÁÔØ 1 ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ?
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ ÓÏ ×ÈÏÄÎÙÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ {(; )} É ×ÙÈÏÄÎÙÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ
{0; 1} ÎÅ ÍÏÖÅÔ ×ÙÄÁ×ÁÔØ 1, ÐÏËÁ ÞÉÓÌÏ ÐÏÄÁÎÎÙÈ ÎÁ ×ÈÏÄ ÚÁËÒÙ×ÁÀÝÉÈ ÓËÏÂÏË ÎÅ ÂÏÌØÛÅ
ÞÉÓÌÁ ÏÔËÒÙ×ÁÀÝÉÈ É ×ÙÄÁ×ÁÔØ ×ÓÅÇÄÁ 0 ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÒÁÚ ÞÉÓÌÏ ÚÁËÒÙ×ÁÀÝÉÈ
ÓËÏÂÏË ÐÒÅ×ÙÓÉÔ ÞÉÓÌÏ ÏÔËÒÙ×ÁÀÝÉÈ.

2.15. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ 7 É ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ
Ó 5 ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ.
Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-
ÎÉÉ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÎ.
Â) ïÃÅÎÉÔÅ Ó×ÅÒÈÕ ÐÅÒÉÏÄ É ÐÒÅÄÐÅÒÉÏÄ.
×) íÏÖÅÔ ÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÏÃÅÎÏË ÄÏÓÔÉÇÁÔØÓÑ?
Ç) íÏÇÕÔ ÌÉ ÏÎÉ ÄÏÓÔÉÇÁÔØÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ?
Ä) ëÁËÉÅ ÐÁÒÙ ÐÅÒÉÏÄÁ É ÐÒÅÄÐÅÒÉÏÄÁ ×ÏÚÍÏÖÎÙ?

2.16. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÙÈÏÄ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ ÐÒÉ ÐÏÄÁÞÅ ÎÁ ×ÈÏÄ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
ÉÚ GAP ÌÅÖÉÔ × GAP
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÙÈÏÄ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ ÐÒÉ ÐÏÄÁÞÅ ÎÁ ×ÈÏÄ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ EAP
ÌÅÖÉÔ × EAP.
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úÁÎÑÔÉÅ 3

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. ðÕÓÔØ ÄÁÎ Á×ÔÏÍÁÔ ÓÏ ×ÈÏÄÎÙÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ {0; : : : ; k−1}, × ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ
ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÐÉÓÁÎÙ ÂÕË×Ù ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x ÓÔÒÏÉÔÓÑ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: Á×ÔÏÍÁÔ ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÎÁ ×ÈÏÄ ÞÉÓÌÏ n, ÚÁÐÉÓÁÎÎÏÅ × ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ
Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ k, ÏÂÒÁÂÏÔÁ× ËÏÔÏÒÏÅ, ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q; ÎÁÐÉÓÁÎÎÁÑ × Î£Í ÂÕË×Á
ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A | ÜÔÏ É ÅÓÔØ ÓÉÍ×ÏÌ xn ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÅ
ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ k-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÍÉ. á×ÔÏÍÁÔÎÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ,
k-Á×ÔÏÍÁÔÎÕÀ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ k.

3.2. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 1-Á×ÔÏÍÁÔÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ
ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ k-Á×ÔÏÍÁÔÎÁ ÄÌÑ ÌÀ-
ÂÏÇÏ k.

3.3∗. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ
× ËÏÎÅÞÎÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ÔÏ ÏÎÁ Á×ÔÏÍÁÔÎÁ.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÐÒÉÐÉÓÙ×ÁÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÓÉÍ×ÏÌÏ× × ÎÁÞÁÌÏ Á×ÔÏÍÁÔ-
ÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÊ.
×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ k-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Á×ÔÏÍÁÔ-
ÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ.

3.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ôÕÜ{íÏÒÓÁ | Á×ÔÏÍÁÔÎÁÑ.
3.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x É y Ñ×ÌÑÀÔÓÑ k-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÍÉ, ÔÏ x× y ÔÁËÖÅ k-Á×ÔÏÍÁÔÎÁ.
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.6. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÄÒÁËÏÎÁ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á w Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ × ×ÉÄÅ Ä×Ï-

ÉÞÎÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ x | ÜÔÏ ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÑ ÓÌÏ×Á w, ÓÉÍ×ÏÌÁ x, É ÓÌÏ×Á w, ÚÁÐÉÓÁÎÎÏÇÏ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ
ÐÏÒÑÄËÅ. óÍÙÓÌ ÔÁËÏÊ: ÂÕÄÅÍ ÓÇÉÂÁÔØ ÓÔÏÑÝÕÀ ÎÁ ÒÅÂÒÅ ÐÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ ÏÔ ÎÁÓ ÂÕÍÁÖÎÕÀ
ÐÏÌÏÓËÕ ÐÒÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÅ 0 ×ÌÅ×Ï, Á ÐÒÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÅ 1 ×ÐÒÁ×Ï. ðÏÔÏÍ ÍÙ ×ÓÅ ÓÇÉÂÙ ÒÁÚ×ÅÒÎ£Í ÄÏ
ÐÒÑÍÙÈ ÕÇÌÏ×. ðÒÉ ÒÁÚ×ÏÒÁÞÉ×ÁÎÉÉ ÐÏÌÏÓËÉ ÎÁ ÎÅÊ ÂÕÄÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÇÉÂÏ×, ËÏÔÏ-
ÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÄÒÁËÏÎÁ Ë ÐÕÓÔÏÍÕ
ÓÌÏ×Õ.

3.7. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÄÒÁËÏÎÁ, ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÕÄÅÔ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ.
Â) ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ?
×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Á×ÔÏÍÁÔÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÉÚ ÐÕÓÔÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÄÒÁËÏÎÁ, ÔÏ ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÄÒÁËÏÎÁ
ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.8. þÉÓÌÁ k É l ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉ×ÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÎÉ
ÄÌÑ ËÁËÉÈ p É q ÎÅ ×ÅÒÎÏ kp = lq.

3.9. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ k-Á×ÔÏÍÁÔÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ kn-Á×ÔÏÍÁÔÎÏÊ ÄÌÑ ÌÀ-
ÂÏÇÏ n.
Â)∗ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ k-Á×ÔÏÍÁÔÎÁ É l-Á×ÔÏÍÁÔÎÁ ÄÌÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁ-
ÔÉ×ÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ k É l, ÔÏ ÏÎÁ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.10. íÏÒÆÉÚÍ | ÜÔÏ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : A→ B ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ
ÁÌÆÁ×ÉÔÁ × ÄÒÕÇÏÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ �(uv) = �(u)�(v) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏ× u; v ∈ A∗. ñÓÎÏ,
ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÏÄÎÏÂÕË×ÅÎÎÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ. íÏÒ-
ÆÉÚÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÓÔÉÒÁÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÂÒÁÚÙ ×ÓÅÈ ÂÕË× ÎÅÐÕÓÔÙ. íÏÒÆÉÚÍ k-ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÊ,
ÅÓÌÉ ÏÂÒÁÚÙ ×ÓÅÈ ÂÕË× ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ k. 1-ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ.

3.11. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÐÅ-
ÒÅÈÏÄÑÔ × ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÐÅÒÅ-
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ÈÏÄÑÔ × ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ.
×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÍÏÒ-
ÆÉÚÍÏ× ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ.
Ç) ëÁË ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ ÐÒÉ ÍÏÒÆÉÚÍÅ?

3.12. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ Ä×Å ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÉ ÏÄÎÕ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÌØÚÑ
ÐÅÒÅ×ÅÓÔÉ × ÄÒÕÇÕÀ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

3.13. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ Ä×Å ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÐÅÒ×ÕÀ ÍÏÖÎÏ
ÐÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ×Ï ×ÔÏÒÕÀ, ÎÏ ×ÔÏÒÕÀ ÎÅÌØÚÑ ÐÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ × ÐÅÒ×ÕÀ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.14. ðÕÓÔØ ÏÂÒÁÚ ÍÏÒÆÉÚÍÁ � ÎÁ ÂÕË×Å s ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó s. ôÏÇÄÁ × ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÏ× s; �(s); �2(s); �3(s); : : : ËÁÖÄÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÌÏ×Ï ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ.
åÓÌÉ ÄÌÉÎÙ ÜÔÉÈ ÓÌÏ× ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ÒÁÓÔÕÔ, ÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÂÅÓ-
ËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �∞(s) ËÁË ÐÒÅÄÅÌ ÓÌÏ× �n(s) (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÓÌÏ×
�n(s) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÆÉËÓÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �∞(s)). ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ
ÔÁË ÐÏÓÔÒÏÉÔØ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÍÉ. ïÂÒÁÚÙ ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÐÒÉ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑÈ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÍÉ.

3.15. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ æÉÂÏÎÁÞÞÉ 01001010010010100101001001. . . ,
Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍÁ 0 → 01, 1 → 0, ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ æÉÂÏÎÁÞÞÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ûÔÕÒÍÁ.
×) ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÁ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÊ?

3.16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ôÕÜ{íÏÒÓÁ ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÁÑ.
3.17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ k-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ | ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÅ

ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÉÚ k-ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×.
3.18. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ

ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÏÒÆÉÞÅÎ.
Â)∗ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ
ÍÏÒÆÉÞÅÎ.

3.19. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅO(n2).
Â)∗ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ
ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÑÔÉ ÔÉÐÏ×: O(1), �(n), �(n logn), �(n log log n), �(n2).
×)∗∗ ëÁËÏÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÄÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ?
Ç) á ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÁÑ É ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ? éÌÉ
ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÁÑ É ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ?

3.20∗∗. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏ Ä×ÕÍ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍ
(ÔÏÞÎÅÅ, ÐÏ ÉÈ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÏÐÉÓÁÎÉÑÍ) ÔÏÇÏ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÏÎÉ ÒÁ×ÎÙÍÉ?
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ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1. ðÕÓÔØ p | ÜÔÏ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï × ËÏÎÅÞÎÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A, ÔÏ ÅÓÔØ
ÓÌÏ×Ï ÉÚ ÂÕË× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A, × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÓÔÁÈ ÒÁÚÒÅÛÅÎÙ ÐÒÏÐÕÓËÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÁ-
ÅÍÙÅ ¤. ðÒÉÍÅÒÙ: ab¤a¤, a¤b, a¤. ðÏ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÍÕ ÓÌÏ×Õ u ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÚÁÐÉÛÅÍ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉ ÓÌÏ×Ï u: uuuu : : : . ÷ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ
ÐÒÏÐÕÓËÉ (ÔÏ ÅÓÔØ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÕÀ ÚÎÁÞËÁÍÉ ¤) ÍÙ ÏÐÑÔØ ×ÐÉÛÅÍ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ uuuu : : : , ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ Ó ÏÓÔÁ×ÛÉÍÉÓÑ ÐÒÏÐÕÓËÁÍÉ ÓÄÅÌÁÅÍ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, É
ÔÁË ÄÁÌÅÅ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÏ×ÏÍ ô£ÐÌÉÃÁ É
ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Tu.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ta�b ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÍ
a¤ba¤ba¤ba¤ba¤ba¤ba¤ba¤ba¤b : : : , ÐÏÓÌÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÛÁÇÁ aaba¤babbaaba¤babbaaba¤babb : : : ,
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ÐÏÔÏÍ aabaababbaaba¤babbaababbabb : : : , É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. äÒÕÇÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ: Ta� = aaaaaaaa · · · =
a∞, Tab�a� = abaababaaaabbaaabbaaabaaaabaababbaaabaaaabbababaaa : : :

4.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï ô£ÐÌÉÃÁ ×ÓÅÇÄÁ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ.
4.3. ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-

×ÁÎÉÑ ÄÒÁËÏÎÁ Ë ÐÕÓÔÏÍÕ ÓÌÏ×Õ (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.6) ÓÌÏ×ÏÍ ô£ÐÌÉÃÁ?
4.4. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÓÌÏ×Å u ÏÄÉÎ ÐÒÏÐÕÓË, ÔÏ Tu ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÁÑ.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÒÏÐÕÓËÏ× × ÓÌÏ×Å u ÄÅÌÉÔ ÅÇÏ ÄÌÉÎÕ, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
Tu ÍÏÒÆÉÞÅÓËÁÑ.

4.5∗. îÁÊÄÉÔÅ ÐÏÄÓÌÏ×ÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á ô£ÐÌÉÃÁ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÏÎÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÐÒÏÐÕÓËÏ× É ÄÌÉÎÙ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÅÇÏ ÓÌÏ×Á, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅ-
ÓËÉÊ.)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.6. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ Ó Ë×ÁÚÉÐÅÒÉÏÄÏÍ
u, ÅÓÌÉ Å£ ÍÏÖÎÏ ÃÅÌÉËÏÍ ÐÏËÒÙÔØ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÅÒÅËÒÙ×ÁÀÝÉÍÉÓÑ) ×ÈÏÖÄÅÎÉÑÍÉ ÓÌÏ×Á u.
ðÒÉÍÅÒ: ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ abaabababaabaabaabaabababababa : : : Ë×ÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ Ó Ë×ÁÚÉÐÅ-
ÒÉÏÄÏÍ aba. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÌØÎÏ Ë×ÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ Õ ÎÅ£ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ë×ÁÚÉÐÅÒÉÏÄÏ×.

4.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÉÌØÎÏ Ë×ÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ.
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.8. íÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÏÔÁ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÉÍ×ÏÌÁ a × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

x ÒÁ×ÎÁ �, ÅÓÌÉ limn→∞
|x[0; n− 1]|a

n = �, ÇÄÅ x[0; n − 1] | ÐÒÅÆÉËÓ ÄÌÉÎÙ n ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔÉ x, Á |u|a | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÓÉÍ×ÏÌÁ a × ÓÌÏ×Ï u.

4.9. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÞÁÓÔÏÔÁ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ.
Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÊ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÁÓÔÏÔÁ
×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÌÀÂÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ?
×) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÄÌÑ Ë×ÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ?
Ç) á ÄÌÑ ÓÌÏ× ô£ÐÌÉÃÁ?

4.10. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ËÌÁÓÓÏ× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÕÀ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ, ÎÏ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÕÀ ÄÒÕÇÏÍÕ (ÅÓÌÉ ÜÔÏ
×ÏÚÍÏÖÎÏ): Á×ÔÏÍÁÔÎÙÅ, ÍÏÒÆÉÞÅÓËÉÅ, ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ûÔÕÒÍÁ,
ÓÌÏ×Á ô£ÐÌÉÃÁ, Ë×ÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÓÉÌØÎÏ Ë×ÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.11. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÌÁËÏÓËÉ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:
22112122122112112212112122112112122122112. . . ïÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÓ-
ÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a1a2a3 : : : ÉÚ ÞÉÓÅÌ 1 É 2 ×
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÉÄ£Ô a1 Ä×ÏÅË, a2 ÅÄÉÎÉÃ, a3 Ä×ÏÅË, a4 ÅÄÉÎÉÃ, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ, ÐÏ-
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÌÁËÏÓËÉ | ÜÔÏ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.

4.12. Á)∗∗ óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÌÁËÏÓËÉ ÞÁÓÔÏÔÁ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÉÍ×ÏÌÁ 1?
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÒÁ×ÎÁ 1

2 .
Â)∗∗ ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÓÌÏ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÌÁËÏÓËÉ, ×ÓÔÒÅ-
ÞÁÅÔÓÑ × ÎÅÊ ÈÏÔÑ ÂÙ ÅÝ£ ÒÁÚ?
×)∗ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÌÁËÏÓËÉ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÔÏ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÏÊ.
Ç)∗∗ ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÁ ÍÏÒÆÉÞÅÓËÏÊ?
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