
æÉËÓÉÒÕÅÍ ÂÏÌØÛÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ N , É ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎÙ ÏÔ N ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xN . íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xN ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ R[x1; : : : ; xN ]. îÁÞÎÅÍ
Ó ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. íÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x1; : : : ; xN ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ,
ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ a1; : : : ; aN ÞÉÓÅÌ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

P (a1; : : : ; ai; : : : ; aj ; : : : ; aN ) = P (a1; : : : ; aj ; : : : ; ai; : : : ; aN )

ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ×ÙÂÏÒÅ i; j ÏÔ 1 ÄÏ N . íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÉÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-
ÎÏ× ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xN ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ R[x1; : : : ; xN ]Sym.

äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÒÁÚÕ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ.
îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x; y) = 2x2y + 2xy2 − 3x− 3y ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ:
ÅÓÌÉ ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ x = a; y = b, Á ÐÏÔÏÍ x = b; y = a, ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ
P ÏËÁÖÕÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ, ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÓÕÍÍÁ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ,
ÔÏÌØËÏ × ÒÁÚÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ.

òÁÚ×É×ÁÑ ÜÔÕ ÍÙÓÌØ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ
Sym : R[x1; : : : ; xN ] → R[x1; : : : ; xN ]Sym, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÔ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎ × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ. ÷ ÓÕÝÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÐÒÏÓÔÏ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÍ ÐÏÄÈÏÄÑ-
ÝÉÅ ÞÌÅÎÙ, ÞÔÏÂÙ ÅÓÌÉ ÎÁÂÏÒÙ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÐÅÒÅ-
ÓÔÁÎÏ×ËÏÊ, ÞÌÅÎÙ ÔÏÖÅ ÐÒÏÓÔÏ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÌÉÓØ.

æÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÁËÏÅ: ÄÌÑ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ axd1
1 xd2

2 : : : xdNN ÚÁÄÁ-
ÄÉÍ

Sym(axd1
1 xdNN : : : xdNN ) = a

∑

�∈SN
xd�(1)

1 xd�(2)
2 : : : xd�(N)

N :

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ,
Á ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÎÁ ÍÅÓÔÅ, É ÐÏÔÏÍ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍ ÔÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉ-
ÌÏÓØ. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x1; : : : ; xN ) ÐÏÌÏÖÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ
Sym(P ) ÒÁ×ÎÙÍ ÓÕÍÍÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Sym ÎÁ ×ÓÅÈ ÞÌÅÎÁÈ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÁ P . ÷ÅÓØÍÁ ÐÒÏÑÓÎÑÅÔ ÓÕÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÎÏ× ÓÌÅÄÕ-
ÀÝÉÊ ÆÁËÔ.

úÁÄÁÞÁ 1. äÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ∈ R[x1; : : : ; xN ]Sym ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎ Sym(P ) ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÅÎ P .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅÓÌÏÖÎÏÅ, ÎÏ ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÈÉ-
ÔÒÏÓÔÉ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÏÄÓÐÏÒØÑ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÂÏÌÅÅ
ÐÒÏÓÔÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.
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úÁÄÁÞÁ 2. åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ∈ R[x1; : : : ; xN ] ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÎÅ-
ÎÕÌÅ×ÏÊ ÞÌÅÎ, ÏÎ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ × ÎÕÌØ ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÈ.

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P
ÉÚ R[x1; : : : ; xN ]Sym ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÓÕÍÍÙ É ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÅ-
ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ôÁËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÙ ÕËÁÖÅÍ Ä×Á.
üÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, {�1; : : : ; �N | �n = Sym(x1x2 : : : xn)}, ÎÁ-
ÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ. üÌÅÍÅÎÔÙ
×ÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, {p1; p2; : : : | pn = Sym(xn1 )}, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-
ÎÁÍÉ îØÀÔÏÎÁ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �0 = p0 = 1.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÑ ÔÅÏÒÉÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×).
ìÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ R[x1; : : : ; xN ]Sym ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÓÕÍÍÙ É
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× �1; : : : ; �N .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÕÄÏÂÎÏ ×ÅÓÔÉ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ.
âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ àÎÇÁ ÔÁÂÌÉÞËÕ ÉÚ ËÌÅÔÏÞÅË, ÇÄÅ ×ÓÅ ÓÔÒÏÞËÉ
×ÙÒÏ×ÎÅÎÙ ÐÏ ÌÅ×ÏÍÕ ËÒÁÀ, É ËÁÖÄÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÓÔÒÏÞËÁ ÎÅ ÄÌÉÎÎÅÅ
ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ, ÎÁÐÏÄÏÂÉÅ

äÉÁÇÒÁÍÍÙ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÇÒÅÞÅÓËÉÍÉ ÂÕË×ÁÍÉ �, � É Ô.Ä., ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ Ó ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ËÌÅÔÏÞÅË n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍ-
×ÏÌÏÍ Yn (ÏÔ ÐÅÒ×ÏÊ ÂÕË×Ù ÆÁÍÉÌÉÉ: Young). äÌÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ � ∈ Yn
ÞÅÒÅÚ �+ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÉÁÇÒÁÍÍ � ∈ Yn+1, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏ-
ÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ � ÐÒÉÒÉÓÏ×Ù×ÁÎÉÅÍ × ËÏÎÅÃ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÔÏÌÂÃÏ×
ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÉ (ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ËÁÒÔÉÎËÁ ÏÓÔÁÌÁÓØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ
àÎÇÁ).

âÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÅ: ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÞÌÅÎ
axp1

1 x
p2
2 : : : xpNN ÓÔÁÒÛÅ, ÉÌÉ ÂÏÌØÛÅ ÞÌÅÎÁ bxq11 x

q2
2 : : : xqNN , ÅÓÌÉ p1 + : : : +

pN > q1 + : : :+ qN , ÌÉÂÏ ÅÓÌÉ ÜÔÉ ÓÕÍÍÙ ÒÁ×ÎÙ É p1 > q1, ÌÉÂÏ, ÅÓÌÉ ÜÔÉ
ÓÕÍÍÙ ÒÁ×ÎÙ É p1 = q1 É p2 > q2 É Ô. Ä.

éÚ ÚÁÄÁÞÉ 1 ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÁÍÙÊ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÌÀÂÏÇÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ ax�1

1 x�2
2 : : : x�NN , ÇÄÅ �1 ≥ �2 ≥ : : : ≥ �N . þÉÓÌÁ

�1; �2; : : : ; �N ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ×ÙÓÏÔÁÍÉ ÓÔÏÌÂÃÏ× ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ
É ÐÉÓÁÔØ x�1

1 x�2
2 : : : x�NN = x�, ÇÄÅ � ∈ Y�1+:::+�N .
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ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÏ×ÓÅÍ ÐÒÏÓÔÏ. ðÕÓÔØ P ∈ R[x1; : : : ; xN ]Sym
| ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, É ax� | ÅÇÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ. ðÕÓÔØ ÓÔÒÏËÉ
ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ � ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÙ �̂1; : : : ; �̂m. ôÏÇÄÁ ÓÔÁÒÛÉÅ ÞÌÅÎÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-
ÎÏ× P É Q = �b�1

�b�2
: : : �b�m ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

P−Q ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ ax�. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ
ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P − Q ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ.
ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. 2

úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ
ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ
P (�1; : : : �N ), Á ÐÏÔÏÍ ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ ×ÍÅÓÔÏ ÓÉÍ×ÏÌÏ× �1; : : : �N ÉÈ ÚÎÁÞÅ-
ÎÉÑ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ x1 : : : xN , ÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P̂ (x1 : : : xN )
ÐÏÓÌÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÞÌÅÎÏ× ÂÕÄÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ.
úÁÄÁÞÁ 4. a)ìÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ R[x1; : : : ; xN ]Sym ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÞÅ-
ÒÅÚ ÓÕÍÍÙ É ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× îØÀÔÏÎÁ pk; k ≥ 0.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎÁÍÉ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ îØÀÔÏÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n ×ÙÐÏÌ-
ÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

�n =
n∑

k=1
(−1)k−1pk�n−k:

×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ îØÀÔÏÎÁ p1; : : : ; pN ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xN
ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.
õËÁÚÁÎÉÅ. éÎÄÕËÃÉÀ × ÐÕÎËÔÅ Á) ÕÄÏÂÎÏ ×ÅÓÔÉ ÐÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÒÁÚÌÉÞ-
ÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ xn, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ.
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. íÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x1; : : : ; xN ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉ-
ÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ a1; : : : ; aN ÞÉÓÅÌ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

P (a1; : : : ; ai; : : : ; aj ; : : : ; aN ) = −P (a1; : : : ; aj ; : : : ; ai; : : : ; aN )
ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ×ÙÂÏÒÅ i 6= j ÏÔ 1 ÄÏ N . íÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (x1; : : : ; xN ) ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ R[x1; : : : ; xN ]Alt.

ðÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ
Sym : R[x1; : : : ; xN ] → R[x1; : : : ; xN ]Sym, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÁÌØÔÅÒ-
ÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ Alt : R[x1; : : : ; xN ] → R[x1; : : : ; xN ]Alt, ÐÒÅ×ÒÁÝÁÀÝÅÅ ÌÀÂÏÊ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ × ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ. îÁ ÏÄÎÏÞÌÅÎÅ ax� ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ

Alt(axd1
1 xdNN : : : xdNN ) = a

∑

�∈SN
(−1)sgn�xd�(1)

1 xd�(2)
2 : : : xd�(N)

N = det
(
x�kn

)N
n;k=1

:
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þÉÔÁÔÅÌÑÍ, ÎÅ ÚÎÁËÏÍÙÍ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ
ÓÉÍ×ÏÌ det

(
x�kn

)N
n;k=1 ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ. îÉËÁËÉÈ

Ó×ÏÊÓÔ× ÎÁÍ ÏÔ ÎÅÇÏ ÎÅ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.
äÌÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ×ÅÒÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÁÎÁÌÏÇÉ-

ÞÅÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 1.
úÁÄÁÞÁ 5. äÌÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ∈ R[x1; : : : ; xN ]Alt
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Alt(P ) ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÅÎ P .

ïÂÒÁÔÉÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï: ÄÌÑ s1; s2 ∈ R[x1; : : : ; xN ]Sym,
a1; a2 ∈ R[x1; : : : ; xN ]Alt ×ÅÒÎÏ s1 ± s2; s1s2; a1a2 ∈ R[x1; : : : ; xN ]Sym, a1 ±
a2; s1a1 ∈ R[x1; : : : ; xN ]Alt, Á ÔÁËÖÅ s1

s2 ;
a1
a2
∈ R[x1; : : : ; xN ]Sym, a1

s1 ;
s1
a1
∈

R[x1; : : : ; xN ]Alt, ÅÓÌÉ ÜÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ.
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ a� = Alt(x�). âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ àÎÇÁ ÓÔÒÏÇÏ

ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �n ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ
ÖÅ ÓÁÍÏÅ, × ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ � ÎÅÔ ÓÔÏÌÂÃÏ× ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ×ÙÓÏÔÙ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ,
ÅÓÌÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ � ÎÅÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ, ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ a� ÒÁ×ÅÎ
ÎÕÌÀ.
ôÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ � ×ÙÐÏÌ-
ÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

(x1 + x2 + : : :+ xN )a� =
∑

�∈�+

a�:

äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ (x1+x2+: : :+xN ) ∈ R[x1; : : : ; xN ]Sym,
a� ∈ R[x1; : : : ; xN ]Alt, ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÅÓÔØ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.
ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÓÔÒÏÇÏÊ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ �,
ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÞÌÅÎÙ ×ÉÄÁ x� ÓÏ ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ
ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ àÎÇÁ � ÓÕÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ x�xn, É ÔÏÌØËÏ.

ëÏÍÂÉÎÉÒÕÑ Ä×Á ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ
ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÚ a�, ÇÄÅ � ∈ �+ (Á ÉÍÅÎÎÏ, ÔÅÈ, ÇÄÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ
� ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ). ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÎÅÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ
àÎÇÁ � ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÉÍÅÅÍ a� = 0, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÜÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ë
ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÑ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÚÁËÏÎÞÅÎÏ. 2

íÎÏÇÏËÒÁÔÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ ÄÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ËÏ-
ÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÐÕÔÅÊ × ÇÒÁÆÅ àÎÇÁ.
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. çÒÁÆÏÍ àÎÇÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ,
×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÔØ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ, É ÓÔÒÅÌËÁÍÉ
ÓÏÅÄÉÎÑÀÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÉ.
îÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÔÒÅÌÏË | ÏÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ Ë ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ
àÎÇÁ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ.
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÷×ÅÄÅÍ ÅÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ: ÄÌÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ � É � ÏÂÏ-
ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ dim(�; �) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÕÔÅÊ × ÇÒÁÆÅ àÎÇÁ, ×ÅÄÕÝÉÈ ÏÔ �
Ë �, É ÞÅÒÅÚ dim+(�; �) | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÕÔÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÔÏÌØËÏ ÞÅÒÅÚ
ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ-×ÅÒÛÉÎÙ. âÕË×ÏÊ � ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ
ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ àÎÇÁ, ÇÄÅ ÐÅÒ×ÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÓÏÄÅÒÖÉÔ N − 1 ËÌÅÔËÕ, ×ÔÏÒÏÊ
ÓÏÄÅÒÖÉÔ N − 2 ËÌÅÔËÉ É Ô.Ä. (N | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ).

÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÐÕÔÅÊ × ÇÒÁÆÅ àÎÇÁ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÐÒÅÄÙ-
ÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÁÅÔ:

(x1 + x2 + : : :+ xN )ka� =
∑

�∈Y|�|+k
dim +(�; �):

þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ dim+(�; �), ÎÁÄÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ
ÓÔÏÑÝÅÇÏ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÐÒÉ x�.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ×ÉÄÁ (x1 + x2 + : : :+
xN )kx�. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÐÒÉ ÞÌÅÎÅ x� ÒÁ×ÅÎ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ
ÓÐÏÓÏÂÏ× ÒÁÚÂÉÔØ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁ ÐÏÄÍÏÖÎÅÓÔ×Á ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ
(�1 − �1); (�2 − �2); : : : ; (�N − �N ), ÔÏ ÅÓÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ

k!
(�1 − �1)!(�2 − �2)! : : : (�N − �N )!

(ÅÓÌÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÆÁËÔÏÒÉÁÌÏ× ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ, ÓÞÉÔÁÅÍ ÄÒÏÂØ
ÒÁ×ÎÏÊ ÎÕÌÀ).

÷ÓÐÏÍÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ËÒÏÍÅ x� ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ a� ÓÏÄÅÒÖÉÔ É ÄÒÕÇÉÅ
ÞÌÅÎÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ x� ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ � ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ×ÈÏ-
ÄÑÔ × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ a� ÓÏ ÚÎÁËÏÍ sgn�. ÷ÓÅ ÜÔÉ ÞÌÅÎÙ ÍÏÇÕÔ ÄÁ×ÁÔØ ×ËÌÁÄ
× ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x�, × ÒÁÚÍÅÒÅ

sgn(�) k!
(�1 − ��(1))!(�2 − ��(2))! : : : (�N − ��(N))!

éÔÏÇÏ,

dim +(�; �) =
∑

�∈SN
sgn(�) k!

(�1 − ��(1))!(�2 − ��(2))! : : : (�N − ��(N))!

= k! det
[ 1

(�i − �j)!

]N

i;j=1

úÄÅÓØ, ËÁË É × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÉÁ-
ÇÒÁÍÍÙ � É � ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙ. îÁÍ ÖÅ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÉÍÅÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ
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ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ. ïÐÑÔØ ÖÅ, ×ÍÅÓÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ dim+(�; �)
ÎÁÍ ÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÚÎÁÔØ dim(�; �). ïÄÎÁËÏ ÖÅ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ
×ÉÄÅÔØ, dim(�; �) = dim+(�+ �; �+ �). ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÕÔÅÊ × ÇÒÁÆÅ àÎÇÁ, ×ÅÄÕÝÉÈ ÏÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ �
Ë ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ �, ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:

dim(�; �) = k! det
[ 1

(�i − i− �j + j)!

]N

i;j=1
:

óÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂßÅËÔÏÍ ÎÁÛÅÇÏ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÓÔÁÎÕÔ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË-
ÃÉÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ �
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Å V (�) ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ �, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ:
ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f × ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ v ∈ V (�) ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ
ÆÕÎËÃÉÉ f ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ, ËÕÄÁ ÉÚ v ×ÙÈÏÄÑÔ ÓÔÒÅÌËÉ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÏ (Ô. Å.
ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ), ÏÎÁ ÏÓÔÁ-
ÎÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ. þÔÏÂÙ ÎÅ ÏÔ×ÌÅËÁÔØÓÑ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ
ÔÁËÉÍ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, × ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈ ÎÁÓ ÓÌÕÞÁÑÈ | × ÇÒÁÆÅ
àÎÇÁ É × ÇÒÁÆÅ ðÁÓËÁÌÑ | ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ
ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ × ÓÁÍÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎÅ, ÏÔËÕÄÁ ÎÅ
×ÙÈÏÄÑÔ ÓÔÒÅÌËÉ, ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ 1.

ïÐÉÓÁÎÉÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÇÒÁÆÅ àÎÇÁ | ÎÅÐÒÏÓÔÁÑ ÚÁ-
ÄÁÞÁ. îÁÞÎÅÍ ÍÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ, Ó ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ
ÇÒÁÆÅ ðÁÓËÁÌÑ É ÌÉÛØ ÚÁÔÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÐÏÈÏÖÕÀ ÓÈÅÍÕ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ
Ë ÇÒÁÆÕ àÎÇÁ.

çÒÁÆÏÍ ðÁÓËÁÌÑ ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÇÒÁÆ, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÕÔØ ÞÉ-
ÓÌÁ ÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑ, É ÓÔÒÅÌËÉ ×ÅÄÕÔ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÉÓÌÁ × Ä×Á
ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏÄ ÎÉÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÇÒÁÆ:

÷ÅÒÛÉÎÙ × ÇÒÁÆÅ ðÁÓËÁÌÑ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÐÁÒÁÍÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ
ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. ÷ÅÒÛÉÎÁ v ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÐÁÒÏÊ (k; l), ÅÓÌÉ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÊÔÉ
× ÎÅÅ ÉÚ ÓÁÍÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÕÖÎÏ k ÒÁÚ ÐÏÊÔÉ ÎÁÐÒÁ×Ï É l ÒÁÚ |
ÎÁÌÅ×Ï. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ×ÅÒÛÉÎÁ (k; l) ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÓÔÒÏËÅ k+ l+ 1 ÎÁ
ÍÅÓÔÅ l + 1.

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ÍÙ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ
ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÇÒÁÆÅ ðÁÓËÁÌÑ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ Z≥0 × Z≥0 →
R≥0, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ '(k; l) = '(k + 1; l) + '(k; l + 1), k; l ∈
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Z≥0; '(0; 0) = 1. ïÔ×ÅÔ × ÚÁÄÁÞÅ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ
ÇÒÁÆÅ ðÁÓËÁÌÑ ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ (ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÂÕ-
ÄÕÔ ÄÁÎÙ ÎÉÖÅ).

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ìÀÂÁÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÇÒÁÆÅ ðÁÓËÁÌÑ ÍÏÖÅÔ
ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ òÉÍÁÎÁ-óÔÉÌÔØÅÓÁ

'(k; l) =
∫ 1

0
pk(1− p)ldg(p) (1)

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ g, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ
ÕÓÌÏ×ÉÑÍ g(0) = 0; g(1) = 1.

äÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÕÖÅ ÕÐÏÍÑÎÕÔÏÅ ×ÙÛÅ ÐÏÎÑÔÉÅ
ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ òÉÍÁÎÁ-óÔÉÌÔØÅÓÁ, Á ÔÁËÖÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÏÂÙÞÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ òÉ-
ÍÁÎÁ. ÷ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÁ×ÁÔØ ÉÈ (ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÙÅ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ,
ÍÙ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ Ó×ÏÊÓÔ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÚ×ÏÌÑÔ ÐÏÎÑÔØ, Ï ÞÅÍ ÉÄÅÔ
ÒÅÞØ. äÌÑ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ, ËÏÔÏÒÙÍ ××ÏÄÉÍÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÕÖÅ ÚÎÁËÏÍÙ, ÐÅÒÅÞÉ-
ÓÌÑÅÍÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÂÕÄÕÔ ÎÅÔÒÕÄÎÙÍÉ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÍÉ. ïÓÔÁÌØÎÙÍ ÜÔÉÈ
Ó×ÏÊÓÔ× ÂÕÄÅÔ ×ÐÏÌÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ×ÙÞÉ-
ÓÌÅÎÉÑ.

åÓÌÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] ÚÁÄÁÎÙ ÆÕÎËÃÉÉ f É g, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ
ÆÕÎËÃÉÉ f ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ∫ b

a
f(x) dx;

a ÉÎÔÅÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ-CÔÉÌØÔØÅÓÁ ÆÕÎËÃÉÉ f ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ g |
∫ b

a
f(x) dg
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(ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ).
îÁÞÎÅÍ ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ× ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ òÉÍÁÎÁ.

ó×ÏÊÓÔ×Ï 1. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ËÕÓÏÞÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁÈ

�1 = (a; x1);�2 = (x1; x2); : : : ;�n = (xn−1; b);

ÔÏ (ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f × ËÏÎÃÁÈ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÏ×) ÉÎÔÅÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ
ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, É

∫ b

a
f(x) dx =

n∑

i=1
l(�i)f(�i);

ÇÄÅ l(�i) | ÄÌÉÎÁ i-ÔÏÇÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ, Á f(�i) | ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ
i-ÔÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ.
ó×ÏÊÓÔ×Ï 2. æÕÎËÃÉÑ f , ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ
ÎÁ ÎÅÍ × ÓÍÙÓÌÅ òÉÍÁÎÁ.
ó×ÏÊÓÔ×Ï 3. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ f1 É f2 ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], É
×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b] ÒÁÚÎÏÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f1 É f2 ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ
ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÞÉÓÌÁ ", ÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ

∫ b

a
f1(x) dx−

∫ b

a
f2(x) dx;

ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ×ÅÌÉÞÉÎÙ "(b− a).
÷ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ×ÓÅ ÔÒÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÎÁÍ ÏÃÅÎÉ×ÁÔØ ÉÎÔÅ-

ÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÌÀÂÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔØ ÅÅ ËÕÓÏÞÎÏ-ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ. ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ
Ë Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ òÉÍÁÎÁ-óÔÉÌÔØÅÓÁ.
ó×ÏÊÓÔ×Ï 4. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], Á ÆÕÎËÃÉÑ
g ËÕÓÏÞÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁÈ [a; x1]; (x1; x2]; : : : ; (xn−1; xn], ÔÏ
ÉÎÔÅÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ-óÔÉÌÔØÅÓÁ ÆÕÎËÃÉÉ f ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ g ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É
ÒÁ×ÅÎ

g(x1)f(x1) + g(x2)f(x1) + : : :+ g(xn)f(xn):
ó×ÏÊÓÔ×Ï 5. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], Á ÆÕÎËÃÉÑ
g ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ-óÔÉÌÔØÅÓÁ ÆÕÎËÃÉÉ f ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
g ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. åÓÌÉ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ g ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ, ÔÏ
×ÅÒÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ∫ b

a
f(x) dg =

∫ b

a
f(x)g′(x) dx:
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ó×ÏÊÓÔ×Ï 6. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], ÄÌÑ ×ÓÅÈ
ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n ÆÕÎËÃÉÉ gn ÍÏÎÏÔÏÎÎÙ É ÆÕÎËÃÉÑ g ÔÁËÖÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ
ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] (× ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ òÉÍÁÎÁ-óÔÉÌÔØÅÓÁ ÆÕÎËÃÉÉ f ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ g É
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÓÅÈ gn).

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÌÏÔÎÏÍ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Å M ⊂ [a; b] ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ gn ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ
Ë ÆÕÎËÃÉÉ g (Ô. Å. ∀x ∈M : gn(x) → g(x)).

ôÏÇÄÁ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×
∫ b
a f(x) dgn ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

É ÒÁ×ÅÎ
∫ b
a f(x) dg.

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ òÉÍÁÎÁ-óÔÉÌÔØÅÓÁ
ÈÏÔÑ É ÓÌÏÖÎÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ, ÏËÁÖÅÔÓÑ ÄÌÑ ÎÁÓ ×ÅÓØÍÁ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ×
Ó×ÅÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÆÁËÔÁ.

úÁÄÁÞÁ 6. éÚ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ fn ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÉÈ
ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] ÆÕÎËÃÉÊ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ fn(a) ≥ 0, fn(b) ≤
1), ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ×Ï ×ÓÅÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØ-
ÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b] ÂÕÄÅÔ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁ
ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ) ÆÕÎËÃÉÉ f .

õËÁÚÁÎÉÅ. éÚ ÌÀÂÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ
×ÙÄÅÌÉÔØ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

ðÅÒÅÄ ÔÅÍ, ËÁË ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ 4, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ
× ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÔ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ
dim((p; q); (k; l)) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÕÔÅÊ × ÇÒÁÆÅ ðÁÓËÁÌÑ, ÉÄÕÝÉÈ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ
(p; q) × ×ÅÒÛÉÎÕ (k; l). ïÞÅ×ÉÄÎÏ,

dim((p; q); (k; l)) = (k − p+ l − q)!
(k − p)!(l − q)! :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. åÓÌÉ ×ÅÌÉÞÉÎÁ k + l ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÂÏÌØÛÏÅ
ÞÉÓÌÏ A, ÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ C ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

∣∣∣∣
dim((p; q); (k; l))
dim((0; 0); (k; l)) −

( k
k + l

)p ( l
k + l

)q∣∣∣∣ ≤
C

k + l :

ú ÁÍÅÔÉÍ, × ÐÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ' ÒÁÚ
'(0; 0) = 1, ÔÏ É

∑

k+l=n
'(k; l) dim((0; 0); (k; l)) = 1;
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É ×ÏÏÂÝÅ
'(k0; l0) =

∑

k+l=n
'(k; l) dim((k0; l0); (k; l)):

÷×ÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ä×Á ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M ÆÕÎËÃÉÀ Z≥0×
Z≥0 → R, ÒÁ×ÎÕÀ '(k; l) dim((0; 0); (k; l)), É ÞÅÒÅÚ Mn | ÆÕÎËÃÉÀ [0; 1] →
R, ÒÁ×ÎÕÀ ∑

k+l=nM(k; l)�k=(k+l) (ÚÄÅÓØ �a | ÆÕÎËÃÉÑ èÅ×ÉÓÁÊÄÁ, ÓÔÕ-
ÐÅÎØËÁ, ÒÁ×ÎÁÑ 0 ÐÒÉ x ≤ a É 1 ÐÒÉ x > a). ÷ ÓÉÌÕ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ
ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n ÆÕÎËÃÉÑ Mn ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙ×ÁÅÔ É ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ
ÍÅÖÄÕ 0 É 1.

îÁËÏÎÅÃ, ÚÁÐÉÛÅÍ:

'(k0; l0) =
∑

k+l=n
'(k; l) dim((k0; l0); (k; l))

=
∑

k+l=n
M(k; l)dim((k0; l0); (k; l))

dim((0; 0); (k; l))

=
∑

k+l=n
M(k; l)

[( k
k + l

)k0 ( l
k + l

)l0
+O

( 1
k + l

)]

=
∫ 1

0
pk0(1− p)l0dMn(p) +O

( 1
k + l

)
:

÷ÙÂÉÒÁÑ ÉÚ Mn ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ×Ï ×ÓÅÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØ-
ÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ M, É ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ
n→∞, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

'(k0; l0) =
∫ 1

0
pk0(1− p)l0dM(p):

2

îÁ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 4 ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ É ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ. ïÔ-
ÒÅÚÏË [0; 1], ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË �ÎÉÖÎÀÀ ÇÒÁÎÉÃÕ� ÇÒÁÆÁ
ðÁÓËÁÌÑ (ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÔÅÒÍÉÎ | ÇÒÁÎÉÃÁ íÁÒÔÉÎÁ ÇÒÁÆÁ ðÁÓËÁÌÑ).
ëÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ �ÇÒÁÎÉÃÙ� ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (Á
ÉÍÅÎÎÏ, ÔÏÞËÅ p ∈ [0; 1] ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ (k; l) → pk(1 − p)l;
ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (1) ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ g = �p), É
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ (Ô. Å.
ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ òÉÍÁÎÁ-óÔÉÌÔØÅÓÁ) ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÔØ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÔÅÒÍÉÎÁ �ÇÒÁÎÉÃÁ�. ïÂÏÚÎÁ-
ÞÉÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ � ÇÒÁÆ ðÁÓËÁÌÑ, É ÐÕÓÔØ V (�) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ � = � ∪ [0; 1].
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ïÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ × � ÎÁÚÏ×ÅÍ
1) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ �;
2) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ " > 0 É p ∈ [0; 1] | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {q ∈ [0; 1] | |p− q| <

"} ∪ {(k; l) ∈ V (�) |
∣∣∣ k
k+l − p

∣∣∣ < "};
3) ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ �, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ

ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÊ É ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ × ÐÕÎË-
ÔÁÈ 1) É 2).

ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÁÍ ÐÏ ÓÅÂÅ ÇÒÁÆ � ÎÅ
ËÏÍÐÁËÔÅÎ, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï � ÕÖÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏ. ïÔÓÀÄÁ É ÎÁÚ×ÁÎÉÅ �ÇÒÁ-
ÎÉÃÁ�: ÏÔÒÅÚÏË [0; 1] ËÏÍÐÁËÔÉÆÉÃÉÒÕÅÔ ÇÒÁÆ ðÁÓËÁÌÑ ÐÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ,
ËÁË ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ËÏÍÐÁËÔÉÆÉÃÉÒÕÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ ÂÅÚ ËÒÁÑ
ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ ÎÁ ÇÒÁÆÅ àÎÇÁ. îÁ-
ÞÎÅÍ Ó ÏÔ×ÅÔÁ, É ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÅÇÏ × ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÍ ×ÉÄÅ: ÕËÁÖÅÍ ÇÒÁ-
ÎÉÃÕ íÁÒÔÉÎÁ ÇÒÁÆÁ àÎÇÁ, ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÇÒÁÎÉÃÙ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ �ÜËÓ-
ÔÒÅÍÁÌØÎÕÀ� ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ
ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÇÒÁÆÅ àÎÇÁ ÅÓÔØ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØ-
ÎÙÈ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5. ìÀÂÁÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ' ÎÁ ÇÒÁÆÅ àÎÇÁ ÍÏÖÅÔ
ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÅÒÅ P ×ÙÒÁ-
ÖÅÎÉÅÍ

'(�) =
∫

!∈

s◦�(!)P (d!):

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÓÉÍ×ÏÌÙ. çÒÁÎÉÃÅÊ íÁÒÔÉÎÁ
ÇÒÁÆÁ àÎÇÁ ÂÕÄÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 
, ËÏÔÏÒÏÅ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ (�n; �n)
ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ c ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅ-
ÎÁÍÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×Õ

∞∑

n=1
(�n + �n) ≤ 1:

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Sk = ∑k
n=1(�n+

�n) ÉÍÅÅÔ ÐÒÉ k →∞ ÐÒÅÄÅÌ S, É S ≤ 1.
ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÀ ÐÏ ÍÅÒÅ. äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÏÇÒÁ-

ÎÉÞÉÍÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁÍ
É ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. éÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅM ÐÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÅÒÅ P ,
ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ �P ÎÁ ÍÎÏ-
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ÖÅÓÔ×Å C(M) (×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å M ,
ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁ×ÎÏ 1.

òÁÓÐÉÛÅÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ. óÌÏ×Á �ÌÉÎÅÊ-
ÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ� ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ �P | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C(M) → R, ÕÄÏ-
×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ Ä×ÕÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ:

1) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f; g ∈ C(M) ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×Ï �P (f) + �P (g) = �P (f + g);

2) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C(M) É ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ a ∈ R
×ÅÒÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �P (a · f) = a · �P (f).

îÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ �P ÒÁÓÛÉÆÒÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÅÓÌÉ ÄÌÑ
ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C(M) ÉÍÅÅÍ �P (f) = a, ÔÏ ÄÌÑ
ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÇÏ " > 0 ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ×ÙÂÏÒÅ � > 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ
ÆÕÎËÃÉÊ g ∈ C(M), ËÏÔÏÒÙÅ ×ÓÀÄÕ ÎÁ M ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ f ÎÅ ÂÏÌÅÅ,
ÞÅÍ ÎÁ �, ÉÍÅÅÍ |�(g)− a| ≤ ".

úÁÄÁÞÁ 7. ðÕÓÔØM = [a; b]. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ-óÔÉÌÔØÅÓÁ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÀÂÏÊ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ g, ÇÄÅ g(a) =
0; g(b) = 1, ÅÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÅÒÅ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ (É ÎÅÐÒÏÓÔÏÊ) ÆÁËÔ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ
ÄÌÑ M = [a; b] ×ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÅÒÙ P ÎÁ
[a; b] ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÕÀ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ g = g(P ), ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C([a; b]) ÏËÁÖÅÔÓÑ

∫ b

a
f(x)dg(x) =

∫

[a;b]
f(x)P (dx):

üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ òÉÓÓÁ.

÷×ÅÄÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ. åÓÌÉ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
an ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ �ÎÏÒÍÁ�:
‖an‖ = ∑∞

n=1
|an|
2n .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, an ÇÄÅ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ ÎÅ
ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÓÕÍÍÁ ∑∞

n=1
|an|
2n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ �ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ�: ‖an + bn‖ ≤
‖an‖+ ‖bn‖.
úÁÄÁÞÁ 8. îÁÚÏ×ÅÍ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÔÏÞËÉ (�n; �n) ∈ 
 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

U"(�n; �n) = {(�̃n; �̃n) ∈ 
 | ‖�n − �̃n‖+ ‖�n − �̃n‖ < ":}
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îÁÚÏ×ÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ 
 ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ Ó×ÏÅÊ ÔÏÞ-
ËÏÊ (�n; �n) ∈ U , ÏÎÏ ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U"(�n; �n) ÄÌÑ
ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ " > 0.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 
 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÚ ËÁ-
ÖÄÏÇÏ ÅÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ËÏÎÅÞ-
ÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ.

ðÏÄÈÏÄÑÝÅÅ ÄÌÑ ÎÁÛÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ
ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. æÕÎËÃÉÑ f : 
 → R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ × ÔÏÞËÅ
(�n; �n) ∈ 
, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ � > 0 ÔÁË, ÞÔÏ ÅÓÌÉ
ÄÌÑ ÔÏÞËÉ (�̃n; �̃n) ∈ 
 ×ÅÒÎÏ

‖�n − �̃n‖+ ‖�n − �̃n‖ ≤ �;

ÔÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
∣∣∣f(�n; �n)− f(�̃n; �̃n)

∣∣∣ ≤ ":

æÕÎËÃÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å 
, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅÐÒÅ-
ÒÙ×ÎÁ × ÌÀÂÏÊ ÅÇÏ ÔÏÞËÅ.

îÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÒÏÓÔÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË-
ÃÉÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. óÕÍÍÁ, ÒÁÚÎÏÓÔØ É ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË-
ÃÉÊ ÓÕÔØ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ n0 É k0 ÆÕÎËÃÉÉ
An0;k0 : (�n; �n) → �k0n0 É Bn0;k0 : (�n; �n) → �k0n0 ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. ìÀÂÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å 
 ÆÕÎËÃÉÑ ÏÇÒÁÎÉ-
ÞÅÎÁ É ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁ 
 ÍÉÎÉÍÕÍÁ É ÍÁËÓÉÍÕÍÁ.

óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 9. ðÕÓÔØ fn | ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ
ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å M (ÇÄÅ ÌÉÂÏ M ⊂ R, ÌÉÂÏ M = 
), É ÆÕÎËÃÉÑ
f ÔÏÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å M . ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " > 0
ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ N ∈ N, ÞÔÏ ÐÒÉ ×ÓÅÈ n > N É ÐÒÉ ×ÓÅÈ x ∈ M ×ÙÐÏÌ-
ÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |fn(x)− f(x)| < ". ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Å M .
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úÁÄÁÞÁ 10. äÌÑ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ k > 1 ÓÕÍÍÙ ∑∞
n=1

1
nk ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ.

îÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÔ:

ìÅÍÍÁ 1. æÕÎËÃÉÉ Ak(�; �) = ∑∞
n=1 �kn É Bk(�; �) = ∑∞

n=1 �kn ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÅÎÙ ÐÒÉ ×ÓÅÈ (�; �) ∈ 
 (Ô. Å. ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ) É
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙ.

ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ Ak, ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ Bk ÏÎÏ ÓÏ-
×ÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ Sm(An;k) = ∑m
n=1An;k. ðÏÓËÏÌØËÕ

ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ (�; �) ∈ 
 ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �n ÎÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ É ∑∞
n=1 ≤ 1,

ÔÏ ×ÓÅÇÄÁ �n ≤ 1
n É �kn ≤ 1

nk .
ëÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 10, ÓÕÍÍÙ ∑∞

n=1
1
nk ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ. üÔÏ ÄÁÅÔ

ÎÁÍ ÏÃÅÎËÕ

Sm(An;k) =
m∑

n=1
�kn ≤

m∑

n=1

1
nk ≤

∞∑

n=1

1
nk :

íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ (�; �) ∈ 
 ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Sm(An;k)
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. ôÁË ËÁË ÏÎÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙ×ÁÅÔ, ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ
ÐÒÅÄÅÌ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÆÕÎËÃÉÉ Ak ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å 
.

ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ Ak. óÕÍÍÙ Sm(An;k) ÐÒÉ
×ÓÅÈm ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÓÕÍÍÙ
ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5) ÆÕÎËÃÉÊ. íÙ ÈÏ-
ÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ Ak, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ ÚÁ-
ÄÁÞÉ 9, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÏÃÅÎÉÔØ ÒÁÚÎÏÓÔØ Ak − Sm(An;k).

éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ak − Sm(An;k) ≤
∑∞

n=m
1
nk . ó ÄÒÕ-

ÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÍÍÁ ∑∞
n=1

1
nk ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ËÁËÏ×Ï ÂÙ ÎÉ ÂÙÌÏ

" > 0, ×ÙÂÉÒÁÑ N ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÂÙÔØ Õ×ÅÒÅÎÙ, ÞÔÏ
ÐÒÉ ×ÓÅÈ m > N ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ∑∞

n=m
1
nk ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ". äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï

ÚÁËÏÎÞÅÎÏ. 2

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÎÅÐÏÎÑÔÎÙÈ
ÓÉÍ×ÏÌÏ× × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ | ÆÕÎËÃÉÊ s◦�(!), ÇÄÅ ! = (�; �) ∈

. ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ, ÄÏ×ÏÌØÎÁ ÈÉÔÒÏ-
ÕÍÎÁ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ s�(x1; : : : ; xN ),
Á ÐÏÔÏÍ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ◦ : R[x1; : : : ; xN ]Sym → C(
) ÉÚ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Á R[x1; : : : ; xN ]Sym ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ N ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÈ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å 
 É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ
s◦� = F ◦(s�).

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ×ÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.
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úÁÄÁÞÁ 11. ìÀÂÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ N ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ
ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ∏

1≤i<j≤N (xi − xj).

÷ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÜÔÉÍ ÆÁËÔÏÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ s� ÔÁË:

s�(x1; : : : ; xN ) = a�+�(x1; : : : ; xN )∏
1≤i<j≤N (xi − xj)

;

ÇÄÅ � | ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ, i-ÔÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ N − i ËÌÅ-
ÔÏË. ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÏÂÁ | ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, s� | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

îÁ ÜÔÏÍ ÍÅÓÔÅ ÄÏÇÏ×ÏÒÅÎÎÏÓÔØ �×ÏÚØÍÅÍ N ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ, É
ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xN � ÐÅÒÅÓÔÁÅÔ
ÎÁÓ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ. ðÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ ÎÁÍ ×ÁÖÎÏ,
ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÏ N ÂÙÌÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÔÏÌÂÃÏ× × ÎÉÈ. ÷
ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ Ó ÇÒÁÆÏÍ àÎÇÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÄÉÁÇÒÁÍ-
ÍÁÍÉ àÎÇÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ, ÎÅÕÄÏÂÓÔ×Ï ÔÁËÏÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄ×É-
ÄÅÔØ ÓÒÁÚÕ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÕÖÅ ÞÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ◦, ÍÙ
×ÙÎÕÖÄÅÎÙ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ f ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ {xk},
k ∈ N, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ fn ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÇÄÅ fN ∈ R[x1; : : : ; xN ]Sym
É fN+1 |xN+1=0= fN . íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ {xk}, k ∈ N, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ R[x1; x2; : : :]Sym.

þÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ s� ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ R[x1; x2; : : :]Sym, ÐÏ-
ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 12. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ s�(x1; : : : ; xN+1) |xN+1=0= s�(x1; : : : ; xN ).

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ pk, k ∈ N ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (x1; x2; : : :) ÆÏÒÍÕ-
ÌÏÊ pk = xk1 + xk2 + : : : ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ
ÌÀÂÙÍ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ.

þÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ◦ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R[x1; x2; : : :]Sym →
C(
), ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ (ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏ) ÚÁÄÁÔØ ÅÇÏ ÎÁ ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈR[x1; : : : ; xN ]Sym,
N ∈ N. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÕËÁÖÅÍ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ pk (ÔÏÞÎÅÅ,
ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ N ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ pk ËÁË ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎÙ ÏÔ N ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, É ÒÁÚÒÅÛÁÅÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ k ÐÒÏÂÅÇÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ
1; : : : ; N).

íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×Ù-
ÒÁÖÅÎ ÞÅÒÅÚ ÓÕÍÍÙ É ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× pk, É ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ
pk ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÁË ÞÔÏ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ◦ ÂÕ-
ÄÅÔ ÚÁÄÁÎÏ ÎÁ ×ÓÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å R[x1; : : : ; xN ]Sym. éÔÁË, ÚÁÄÁÄÉÍ p◦k =
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F ◦(pk) = Ak + (−1)kBk. ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 1 ÆÕÎËÃÉÉ p◦k ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÎÅ-
ÐÒÅÒÙ×ÎÙ ÎÁ 
.

òÁÓÛÉÆÒÏ×ËÁ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ÎÁ ÜÔÏÍ ÚÁËÏÎÞÅÎÁ. ðÒÉ ÄÏ-
ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÐÏÄÏÂÎÏÅ ÉÓÐÏÌØ-
ÚÏ×ÁÎÎÏÍÕ × ÄÁÎÎÏÍ ×ÙÛÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 4, É ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ
ÁÎÁÌÏÇÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á 6 É ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 1.

ó×ÏÊÓÔ×Ï 7. ðÕÓÔØ Pn -ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÍÅÒ ÎÁ 
 É
f(!) ∈ C(
). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÁÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ P̂k ⊂ Pn
É ÔÁËÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÅÒÁ P ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å 
, ÞÔÏ ÐÒÉ k →∞ ×ÅÒÎÏ

∫



f(!)dP̂k(!) →

∫



f(!)dP (!):

ìÅÍÍÁ 2. óÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ àÎÇÁ � ÜÌÅÍÅÎÔ !� = (�n; �n) ∈

 ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ: �n ÅÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÌÅÔÏË × ÓÔÒÏËÅ n
ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ � ÐÒÁ×ÅÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÁ |�|, É �n ÅÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ËÌÅÔÏË × ÓÔÏÌÂÃÅ n ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ � ÎÉÖÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÁ |�|.
ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÓÅÇÄÁ ∑∞

n=1(�n + �n) < 1.
æÉËÓÉÒÕÅÍ � ∈ Y, ÔÏÇÄÁ ÐÒÉ |�| → ∞ ÉÍÅÅÍ

dim(�; �)
dim� = s◦�(!�) +O

(
1√
|�|

)
: (2)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 2 ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏ, ÞÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 1, É ÎÉÖÅ ÍÙ ÐÏÔÒÁÔÉÍ ÎÁ ÎÅÇÏ ÎÅÍÁÌÙÅ ÕÓÉÌÉÑ. ÷ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×Ï 7 ÍÙ É ×Ï×ÓÅ ÐÏÐÒÏÓÉÍ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ ÐÏ×ÅÒÉÔØ. óÅÊÞÁÓ ÖÅ ÍÙ ÐÒÏ-
ÄÏÌÖÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 5. ðÕÓÔØ ' | ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ
ÎÁ ÇÒÁÆÅ àÎÇÁ, É ÐÕÓÔØ �!, ÇÄÅ ! ∈ 
, | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ 
, ÉÎ-
ÔÅÇÒÁÌ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C(
) ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÅÎ f(!). ëÁË É × ÄÏËÁ-
ÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ ××ÅÄÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ Mn : Yn → R,
Mn(�) = dim� · '(�), É ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÍÅÒ Mn ÎÁ

,

Mn =
∑

�∈Yn
Mn(�)�!� :

éÚ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ' ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ Mn ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑ-
ÀÔÓÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍÉ ÍÅÒÁÍÉ.
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ðÏÌØÚÕÑÓØ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÏÓÔØÀ ÆÕÎËÃÉÉ ', ÌÅÍÍÏÊ 2 É Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ 7, ÍÙ
ÍÏÖÅÍ ÚÁÐÉÓÁÔØ

'(�) =
∑

�∈Yn
dim(�; �)'(�) =

∑

�∈Yn

dim(�; �)
dim� Mn(�)

=
∑

�∈Yn

(
s◦�(!�) +O

( 1√n
))

Mn(�) =
∑

�∈Yn
s◦�(!�)Mn(�) +O

( 1√n
)

=
∫



s◦�(!�)dMn(!) +O

( 1√n
)
:

õÓÔÒÅÍÌÑÑ n Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ É ×ÙÂÉÒÁÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔØ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ∫



s◦�(!�)dP (!):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ÚÁËÏÎÞÅÎÏ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÌÅÍÍÙ 2, Ë ÄÏ-
ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ É ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ. 2

óÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÐÅÒÅÐÉÛÅÍ ÐÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 2 c ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ
ÎÏ×ÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ. ðÒÉ m > 0 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ x↓m = x(x−1) : : : (x−m+1),
É ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ x↓0 = 1. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ

s∗�(x1; : : : ; xN ) =
det((xi +N − i)↓(N−j+�j))Ni;j=1

det((xi +N − i)↓(N−j))Ni;j=1
:

ðÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ s� ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÈ x1; : : : ; xN , ÆÕÎËÃÉÉ s∗�, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1 − 1; : : : ; xN −N .

÷ÙÂÏÒ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ s∗� ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ
ÚÁÄÁÞÉ.

úÁÄÁÞÁ 13. Á) äÏËÁÖÉÔÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

det(xj−1
i )Ni;j=1 = (−1)N

∏

1≤i<j≤N
(xi − xj):

ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ, ÓÔÏÑÝÉÊ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÷ÁÎ-
ÄÅÒÍÏÎÄÁ.

Â) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ

s�(x1; : : : ; xN ) =
det(xN−j+�ji )Ni;j=1

det(xN−ji )Ni;j=1
:

17



×) ðÕÓÔØ qj ; j = 1; : : : ; N | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÓÔÅ-
ÐÅÎÉ j − 1 Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÐÒÉ ÓÔÁÒÛÅÍ ÞÌÅÎÅ. äÏËÁÖÉÔÅ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

det(qj(xi))Ni;j=1 = (−1)N
∏

1≤i<j≤N
(xi − xj):

Ç) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ det((xi +N − i)↓(N−j))Ni;j=1.
Ä) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ s∗�(x1; : : : ; xN ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ.

ôÁËÖÅ ËÁË ÜÔÏ ÐÒÉÛÌÏÓØ ÓÄÅÌÁÔØ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× s�, ÍÙ ×ÙÎÕÖÄÅÎÙ
ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ s∗� ÏÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÈ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ R[x1; : : : ; xN ]Sym∗ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÓÄ×É-
ÎÕÔÙÈ� ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xN , Ô. Å.
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1−1; : : : ; xN−
N . �óÄ×ÉÎÕÔÙÍ� ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ f ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ {xk},
k ∈ N, ÎÁÚÏ×ÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ fn ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÇÄÅ fN ∈ R[x1; : : : ; xN ]
É fN+1(x1; : : : ; xN+1) |xN+1=0= fN (x1; : : : ; xN ). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÓÄ×ÉÎÕ-
ÔÙÈ� ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ {xk}, k ∈ N, ÏÂÏÚÎÁ-
ÞÁÅÔÓÑ R[x1; x2; : : :]Sym∗.

úÁÄÁÞÁ 14. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ s∗�(x1; : : : ; xN+1) |xN+1=0= s∗�(x1; : : : ; xN ).

úÁÄÁÞÁ 15. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÐÕÔÅÊ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ × ÔÅÏ-
ÒÅÍÅ 3, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

dim(�; �)
dim� = 1

|�|↓|�|
· det((�i +N − i)↓(�j+N−j))Ni;j=1∏

1≤i<j≤N (�i − i+ �j + j) ;

ÇÄÅ N | ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÔÏÌÂÃÏ× × ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ
àÎÇÁ �.

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ 2 ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅ-
ÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ

∣∣∣∣∣
s∗�(�1; : : : ; �N )

|�|↓|�|
− s◦�(!�)

∣∣∣∣∣ = O
(

1√
|�|

)
: (3)

ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ f ∈ R[x1; : : : ; xN ]Sym∗ ÐÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f∗ ∈ R[x1; : : : ; xN ], ÒÁ×ÎÙÊ ÓÕÍÍÅ ×ÓÅÈ ÞÌÅÎÏ× ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÁ f ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÐÏ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÉ.
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õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÉÚ R[x1; : : : ; xN ]Sym∗ Ó ÎÅÏÂ-
ÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ ÉÍÅÅÍ f∗ ∈ R[x1; : : : ; xN ]Sym.

òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ f ∈ R[x1; x2; : : :]Sym∗ ËÁË ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f = (f1; f2; : : :),
ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÄÁÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ∗ : R[x1; x2; : : :]Sym∗ → R[x1; x2; : : :]Sym
ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. ðÕÓÔØ f = (f1; f2; : : :) ∈ R[x1; x2; : : :]Sym∗, ÔÏÇÄÁ (fn)∗ =
(f∗)n.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9. ðÕÓÔØ f; g ∈ R[x1; x2; : : :]Sym∗, ÔÏÇÄÁ f∗ + g∗ = (f + g)∗
É f∗g∗ = (fg)∗.

úÁÄÁÞÁ 16. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ (s∗�)∗(x1; x2; : : :) = s�(x1; x2; : : :).

ðÒÉ k ≥ 2 ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p∗k(x1; x2; : : :) ÏÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÌÉ ÂÅÓ-
ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

p∗k(x1; x2; : : :) =
∞∑

i=1

(
(xi − i+ 1)↓k − (−i+ 1)↓k

)
:

úÁÄÁÞÁ 17. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ (p∗k)∗(x1; x2; : : :) = pk(x1; x2; : : :).

úÁÄÁÞÁ 18. Á) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: kc↓(k−1) = (c+ 1)↓k − c↓k.
ðÕÓÔØ � | ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ, É �1; �2; : : : ; �m | ÄÌÉÎÙ ÅÅ ÓÔÒÏË.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

p∗k(�1; �2; : : : ; �m) = k
∑

(i;j)=2∈�
(j − i)↓(k−1);

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ×ÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ËÌÅÔËÁÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ
àÎÇÁ �, ÐÁÒÏÊ (i; j) ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÎÏÍÅÒ ÓÔÒÏËÉ É ÎÏÍÅÒ ÓÔÏÌÂÃÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. õÄÏÂÎÏ ×ÅÓÔÉ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ �,
ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÕÎËÔ Á).

×) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ai(�) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÌÅÔÏË × i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÄÉÁ-
ÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ � ÐÒÁ×ÅÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ É ÓÉÍ×ÏÌÏÍ bi(�) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÌÅÔÏË
× i-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÎÉÖÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ

p∗k(�1; �2; : : : ; �m) =
∞∑

i=1

(ai(�)
n

)k
+ (−1)k+1

∞∑

i=1

(bi(�)
n

)k
+O

( 1√n
)
:
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õËÁÚÁÎÉÅ. õÄÏÂÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÓÕÍÍÕ, ×ÙÒÁÖÁÀÝÕÀ p∗k × ÐÕÎËÔÅ Â), ÎÁ
ÔÒÉ ÞÁÓÔÉ: ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ËÌÅÔËÁÍ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ
àÎÇÁ, ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ËÌÅÔËÁÍ ×ÙÛÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, É ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ,
ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ËÌÅÔËÁÍ ÎÉÖÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ.

úÁÄÁÞÁ 19. ìÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ R[x1; x2; : : :]Sym∗ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ
ÞÅÒÅÚ ÓÕÍÍÙ É ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× p∗k, k ≥ 1, (ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ
p∗1 = 1), É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ p∗k, k ≥ 1 ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.

÷ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏ×ÅÒÑÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 3, ÄÏËÁÖÅÍ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØ-
ÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ìÅÍÍÁ 3. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ R[x1; : : : ; xN ]Sym∗ É ÌÀÂÏÊ ÄÉÁ-
ÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ Ó ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÔÒÏË �1; : : : ; �N ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

∣∣∣∣∣
f(�1; : : : ; �N )

|�|↓|�|
− (f∗)◦(!�)

∣∣∣∣∣ = O
(

1√
|�|

)
; (4)

ÇÄÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ × ÓÉÍ×ÏÌÅ �O� ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ f , ÎÏ ÎÅ ÏÔ ÄÉÁ-
ÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ �.

éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ
ÆÕÎËÃÉÊ f = p∗k(x1; : : : ; xN ). äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÒÏ×ÅÄÅÍ
ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÔÁË: ÓÎÁÞÁÌÁ ×ÙÒÁÚÉÍ f ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f = Q(p∗1; : : : ; p∗N ).
ôÏÇÄÁ f∗ = Q(p1; : : : ; pN ), Á ÚÎÁÞÉÔ, (f∗)◦ = Q(p◦1; : : : ; p◦N ).

ïÓÔÁÅÔÓÑ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÆÁËÔÏÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10. åÓÌÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 4 ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f; g ∈
R[x1; : : : ; xN ]Sym∗, ÔÏ ÏÎÏ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÉÈ ÓÕÍÍÙ f+g É ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ fg.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ, Á ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÅÊ É ÌÅÍÍÙ 2 É ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ÎÁ
ÜÔÏÍ ÚÁËÏÎÞÅÎÏ.
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