
Плотность полиномов в пространстве непрерыв-
ных функций: полиномы С. Н. Бернштейна

Задача 1. Пусть 0 < p < 1 и n ∈ N . Вычислите сумму

n∑
k=0

(k − np)2Ck
n.

Задача 2. Докажите, что существует такое C > 0, что для всякого p,
где 0 < p < 1, справедлива оценка∑

{k : | kn−p|>ε}

Ck
npk(1− p)n−k ≤ C

nε2
.

Задача 3. Пусть f — непрерывная (вещественная) функция на отрез-
ке [0, 1]. Определим многочлен Pn(t) на отрезке [0, 1] формулой

Pn(t) =
n∑

k=0

Ck
nf

(
k

n

)
tk(1− t)n−k.

Докажите, что при n→∞ величина maxt∈[0,1] |f(t)− Pn(t)| стремит-
ся к нулю.

Задача 3 показывает, что любую непрерывную функцию на отрез-
ке [0, 1] можно равномерно (т. е. с любой точностью одновременно для
всех точек отрезка) приблизить суммами многочленов вида atk(1 − t)l,
где a ∈ R, а k, l — неотрицательные целые числа.
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