
úÁÄÁÞÉ Ë ËÕÒÓÕ á. é. âÕÆÅÔÏ×Á, á. î. ÷ÁÝÅÎËÏ. ìÉÓÔÏË 3.
ôÅÍ, ËÔÏ ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÌÓÑ ÒÁÎØÛÅ ÐÅÒ×ÏÊ ÌÅËÃÉÉ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ,
ÎÁÐÏÍÎÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ:

det(aij)Ni;j=1 =
∑

�∈SN
(−1)sgn�a1�(1)a2�(2) : : : aN�(N):

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏÌÅÚÎÏ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ,
ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÓÔÒÏË ÉÌÉ ÓÔÏÌÂÃÏ× ÍÁÔÒÉÃÙ (aij) ÅÅ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË, Á ÐÒÉ ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÉ ÌÀÂÏÊ ÓÔÒÏËÉ Ë ÌÀÂÏÊ
ÄÒÕÇÏÊ Ó ÌÀÂÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ (ÉÌÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÓÔÏÌÂÃÁ) ÏÐÒÅÄÅÌÉ-
ÔÅÌØ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍ. ôÅÍ, ËÔÏ ÎÅ ÚÎÁËÏÍ Ó ÜÔÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ,
ÎÅÔÒÕÄÎÙÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅÍ ÂÕÄÅÔ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÈ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

îÁÐÏÍÎÉÍ ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: x↓m = x(x − 1) : : : (x − m + 1) (ÍÙ
ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ m > 0, ÐÒÉ m = 0 ÍÙ ÏÂßÑ×ÉÌÉ x↓m = 1).

úÁÄÁÞÁ 1. Á) äÏËÁÖÉÔÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

det(xj−1
i )Ni;j=1 = (−1)N

∏

1≤i<j≤N
(xi − xj):

ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ, ÓÔÏÑÝÉÊ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÷ÁÎ-
ÄÅÒÍÏÎÄÁ.

Â) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ

s�(x1; : : : ; xN ) =
det(xN−j+�ji )Ni;j=1

det(xN−ji )Ni;j=1
:

×) ðÕÓÔØ qj ; j = 1; : : : ; N | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÓÔÅ-
ÐÅÎÉ j − 1 Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÐÒÉ ÓÔÁÒÛÅÍ ÞÌÅÎÅ. äÏËÁÖÉÔÅ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

det(qj(xi))Ni;j=1 = (−1)N
∏

1≤i<j≤N
(xi − xj):

Ç) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ det((xi +N − i)↓(N−j))Ni;j=1.

úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ �; � | ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ, ÓÉÍ×ÏÌ �0� ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÉÁ-
ÇÒÁÍÍÕ àÎÇÁ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÉ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ dim(�; �) ÏÂÏÚÎÁ-
ÞÁÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÕÔÅÊ × ÇÒÁÆÅ àÎÇÁ, ×ÅÄÕÝÉÈ ÏÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ � Ë
ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ �.
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÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÐÕÔÅÊ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ × ôÅÏÒÅÍÅ 3,
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

dim(�; �)
dim(0; �) = 1

n↓m · det((�i +N − i)↓(�j+N−j))Ni;j=1∏
1≤i<j≤N (�i − i+ �j + j) :

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÚÁÄÁÞ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÎÁÍ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 5 (Á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÎÉ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÏÃÅÎÉÔØ ÆÕÎË-
ÃÉÉ p◦k(!)):
úÁÄÁÞÁ 3. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: kc↓(k−1) = (c+ 1)↓k − c↓k.
úÁÄÁÞÁ 4. ðÒÉ k ≥ 2 ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p∗k(x1; x2; : : :) ÏÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ
ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

p∗k(x1; x2; : : :) =
∞∑

i=1

(
(xi − i+ 1)↓k − (−i+ 1)↓k

)
:

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ p∗k(x1; : : : ; xN ; xN+1) |xN+1=0= p∗k(x1; : : : ; xN ). ðÒÅÄÐÏÌÏ-
ÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ �| (ÏÂÙÞÎÁÑ, ËÏÎÅÞÎÁÑ) ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ, É �1; �2; : : : ; �m |
ÄÌÉÎÙ ÅÅ ÓÔÒÏË.

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

p∗k(�1; �2; : : : ; �m) = k
∑

(i;j)=2∈�
(j − i)k−1;

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ×ÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ËÌÅÔËÁÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ
àÎÇÁ �, ÐÁÒÏÊ (i; j) ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÎÏÍÅÒ ÓÔÒÏËÉ É ÎÏÍÅÒ ÓÔÏÌÂÃÁ.

Â) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ai(�) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÌÅÔÏË × i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÄÉÁ-
ÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ � ÐÒÁ×ÅÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ É ÓÉÍ×ÏÌÏÍ bi(�) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÌÅÔÏË
× i-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÎÉÖÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ

p∗k(�1; �2; : : : ; �m) =
∞∑

i=1

(ai(�)
n

)k
+ (−1)k+1

∞∑

i=1

(bi(�)
n

)k
+O

( 1√n
)
:

úÁÄÁÞÁ 5. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ s�(x1; : : : ; xN ; xN+1) |xN+1=0= s�(x1; : : : ; xN ).
ïÐÒÅÄÅÌÉÍ

s∗�(x1; : : : ; xN ) =
det((xi +N − i)↓(N−j+�j))Ni;j=1

det((xi +N − i)↓(N−j))Ni;j=1
:

Â) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ s∗�(x1; : : : ; xN ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ.

×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ s∗�(x1; : : : ; xN ; xN+1) |xN+1=0= s∗�(x1; : : : ; xN ).
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