28 ÉÀÌÑ 2008 ÇÏÄÁ àÒÉÊ ðÒÉÔÙËÉÎ

þÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÒÏÂÌÅÍÁ P vs NP?

úÁÎÑÔÉÅ 4. ðÒÉÂÌÉÖčÎÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÚÁÄÁÞÉ

äÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÍÙ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÌÉ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÒÅÛÁÔØ ÚÁÄÁÞÉ ÔÏÞÎÏ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÉÎÏÇÄÁ ÇÏÒÁÚÄÏ ÌÅÇÞÅ ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ ÐÒÉÂÌÉÖčÎÎÏ.

1. îÁÚÏŒčÍ ÐÏËÒÙÔÉÅÍ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÔÁËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ ÓÏÐÒÉËÁÓÁÅÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ Ó ÏÄÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÏÊ ÜÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ðÕÓÔØ V ERT EXCOV ER = {⟨G; k⟩ : ÇÒÁÆ G ÉÍÅÅÔ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÒÁÚÍÅÒÁ k}. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V ERT EXCOV ER ∈ NP. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÑÚÙË V ERT EXCOV ER ÑŒÌÑÅÔÓÑ NP-ÐÏÌÎÙÍ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÐÏÉÓËÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÇÒÁÆÁ ÓÌÏÖÎÁÑ. Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁ ÐÏÌÉ- ÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÇÒÁÆÁ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ Œ ÄŒÁ ÒÁÚÁ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÅÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ. 2. îÁÚÏŒčÍ ÒÁÚÒÅÚÏÍ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ ÎÁ ÄŒÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ, É ÎÁÚÏŒčÍ ÒÁÚÍÅÒÏÍ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÒÅÚÁ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒčÂÅÒ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ŒÅÒÛÉÎÙ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ. MAXCUT = {⟨G; k⟩ : ÇÒÁÆ G ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÒÅÚ ÒÁÚÍÅÒÏÍ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ k}. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÑÚÙË MAXCUT ÑŒÌÑÅÔÓÑ NP-ÐÏÌÎÙÍ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÒÁÚÒÅÚ Œ ÇÒÁÆÅ, ÍÅÎØÛÉÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ ÄŒÁ ÒÁÚ.

œÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ | ÜÔÏ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ËÁ- ÖÄÙÊ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÛÁÇ ÉÍÅÅÔ ÄŒÁ ÒÁŒÎÏŒÅÒÏÑÔÎÙÈ ŒÁÒÉÁÎÔÁ. ôÁËÏÊ ÛÁÇ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÂÒÏÓÁÎÉÅÍ ÍÏÎÅÔÙ. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ŒÅÔŒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÞÉÓÌÏ 2^{−k}, ÇÄÅ k | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÂÒÏ- ÓÁÎÉÊ ÍÏÎÅÔÙ ÎÁ ÜÔÏÊ ŒÅÔŒÉ. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ Pr(M ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ w) ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ M ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÓÌÏŒÏ w, ÎÁÚÏŒčÍ ÓÕÍÍÕ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ŒÓÅÈ ŒÅÔŒÅÊ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÍÁÛÉÎÙ, ÎÁ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ÓÌÏŒÏ w ÐÒÉÎÉÍÁÅÔÓÑ. òÁÚÒÅÛÁÀÝÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ M ÒÁÚÒÅÛÁÅÔ ÑÚÙË A Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏ- ÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ ”, ÅÓÌÉ ÐÒÉ w ∈ A ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ Pr(M ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ w) ⩾ 1 − ”, É ÐÒÉ w =∈ A ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ Pr(M ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ w) ⩽ ”. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ” ÍÏÖÅÔ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ŒÈÏÄÁ n. ëÌÁÓÓ ŒÓÅÈ ÑÚÙ- ËÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÒÅÛÁÀÔÓÑ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ (ÎÁ ŒÓÅÈ ŒÈÏÄÁÈ ÎÁ ŒÓÅÈ ŒÅÔŒÑÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ) Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ^1_3 , ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ BPP (bounded-error probabilistic polynomial-time). 3. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ^1_3 Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ËÌÁÓÓÁ BPP ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÖÄÕ 0 É^1_2 , ËÌÁÓÓ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ËÌÁÓÓÁ BPP ŒÚÑÔØ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ” = 2^{−poly(n)}, ÇÄÅ poly(n) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ n, ÔÏ ËÌÁÓÓ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ.

œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ËÌÁÓÓÁ NP ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÎÔÅÒÁËÔÉŒÎÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÁ. œ ÓÈÅÍÅ ÉÎÔÅÒÁËÔÉŒÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÅÓÔØ äÏËÁÚÙŒÁÀÝÉÊ P (prover) É ðÒÏŒÅÒÑÀÝÉÊ V (veri˛er). œÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ðÒÏŒÅÒÑÀÝÅÇÏ | ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÐÏ ŒÒÅÍÅ- ÎÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ, ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ äÏËÁÚÙŒÁÀÝÅÇÏ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅ- ÎÙ. éÍ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ŒÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏŒÏ w ÄÌÉÎÙ n. ïÎÉ ÏÂÍÅÎÉŒÁÀÔÓÑ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑÍÉ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÏÔ n ÄÌÉÎÙ, ÐÏËÁ ðÒÏŒÅÒÑÀÝÉÊ ÎÅ ÐÒÉÍÅÔ ÉÌÉ ÏÔŒÅÒÇÎÅÔ ÓÌÏŒÏ. ïÎ ÄÏÌÖÅÎ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉ- ÁÌØÎÏÅ ÏÔ n ŒÒÅÍÑ. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ Pr(V ↔ P ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÓÌÏŒÏ w) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÐÏ ŒÓÅÍ ŒÅÔŒÑÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ ÓÌÏŒÅ w, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ðÒÏŒÅÒÑÀÝÉÊ ÐÒÉÎÑÌ ÓÌÏŒÏ. ñÚÙË A ÐÒÉÎÁÄÌÅ- ÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ IP (interactive proofs), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÈÅÍÁ ÉÎÔÅÒÁËÔÉŒÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ V ↔ P , ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÐÒÉ w ∈ A ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ Pr(V ↔ P ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÓÌÏŒÏ w) ⩾^2_3 É ÐÒÉ w =∈ A ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ Pr(V ↔ P ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÓÌÏŒÏ w) ⩽^1_3 .

4. Á) ISO = {⟨G; H⟩ : ÇÒÁÆÙ G É H ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ISO ∈ NP. Â) NONISO = {⟨G; H⟩ : ÇÒÁÆÙ G É H ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ NONISO ∈ IP.

ëÌÁÓÓ coNP ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÚÁÄÁÞ, ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ Ë ËÏÔÏÒÙÍ ÌÅÖÁÔ Œ NP. ëÌÁÓÓ PSPACE ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÚÁÄÁÞ, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙ ÍÁÛÉÎÏÊ ôØÀÒÉÎÇÁ Ó ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÐÁÍÑÔØÀ. EXPTIME | ËÌÁÓÓ ÚÁÄÁÞ, ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÈ ÚÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ.

5. äÏËÁÖÉÔÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ (ÜÔÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ, ÎÏ ÉÎÏÇÄÁ ÔÒÕÄÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ): Á) P ⊆ NP; Â) P ⊆ coNP; Œ) P ⊆ BPP; Ç) NP ⊆ IP; Ä) BPP ⊆ IP; Å) NP ⊆ PSPACE; Ö) BPP ⊆ PSPACE; Ú) IP = PSPACE; É) P ⊊ EXPTIME.

6. úÄÅÓØ ÍÙ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÅÍ ÔÒÕÄÎÙÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. œ ËÁÖÄÏÍ ÐÕÎËÔÅ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÌÉ ÏÐÒÏŒÅÒÇÎÕÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (ÕËÁÚÁÎÁ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÐÒÉÎÑÔÁÑ ÇÉÐÏÔÅÚÁ). Á) P ⊊ NP; Â) BPP ⊆ P; Œ) NP ≠ coNP; Ç) P ⊊ NP∩coNP; Ä) NP ⊊ PSPACE.