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ÏàðàëëåëîýäðûÏàðàëëåëîýäð (ðàçìåðíîñòè d) - ýòî âûïóêëûéåâêëèäîâ ìíîãîãðàííèê, êîòîðûé äîïóñêàåò ðàçáèåíèåïðîñòðàíñòâà E
d ïàðàëëåëüíûìè êîïèÿìè

Ïðèìåíåíèåd = 3: êðèñòàëëîãðà�èÿ, �óíäàìåíòàëüíàÿ ÿ÷åéêàêðèñòàëëàÏðîèçâîëüíàÿ ðàçìåðíîñòü d : �åîìåòðèÿ ÷èñåë(óïàêîâêè è ïîêðûòèÿ ïðîñòðàíñòâà øàðàìè),êîìáèíàòîðíàÿ ãåîìåòðèÿ (õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëîïðîñòðàíñòâà), òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ,...



Ïðèìåðû ïàðàëëåëîýäðîâ
Ïëîñêîñòü (2-ìåðíûå ïàðàëëåëîýäðû =ïàðàëëåëîãîíû):(1) ïàðàëëåëîãðàìì è (2) ö.-ñ. øåñòèóãîëüíèêÏðîñòðàíñòâî d = 3:ïàðàëëåëåïèïåä, ö.-ñ. øåñòèóãîëüíàÿ ïðèçìà ...Ïðîèçâîëüíàÿ ðàçìåðíîñòü:ïàðàëëåëåïèïåäåñëè Pk è Qm - ïàðàëëåëîýäðû, òî ïðÿìàÿ ñóììàPk ⊕ Qmòàêæå (k +m)-ïàðàëëåëîýäðïåðåñòàíîâî÷íûé ìíîãîãðàííèê (ïåðìþòîýäð)



Êëàññè�èêàöèÿ ïàðàëëåëîýäðîâ d = 2
TheoremÍà ïëîñêîñòè èìååòñÿ 2 (êîìáèíàòîðíûõ) òèïà (äâóìåðíûõ)ïàðàëëåëîýäðîâ (ïàðàëëåëîãîíîâ)ïàðàëëåëîãðàìì è ö.-ñ. øåñòèóãîëüíèêProofïàðàëëåëîãîí öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íûéìíîãîóãîëüíèêíåðàâåíñòâî äëÿ óãëîâ 3π(n − 2) = 3∑ni=1 αi ≤ 2πn ⇒n ≤ 6



Êëàññè�èêàöèÿ ïàðàëëåëîýäðîâ d = 3Theorem (Ôåäîðîâ, 1885)Â 3-ïðîñòðàíñòâå èìååòñÿ 5 òèïîâ:ïàðàëëåëåïèïåä,ö.ñ. øåñòèóãîëüíàÿ ïðèçìà,ðîìáîäîäåêàýäð,âûòÿíóòûé äîäåêàýäðóñå÷åííûé îêòàýäð (= 3-ìåðíûé ïåðìþòîýäð)



Êëàññè�èêàöèÿ ïàðàëëåëîýäðîâ d = 3



Êëàññè�èêàöèÿ ïàðàëëåëîýäðîâ d = 3, 4, 5, ...
Ôåäîðîâ ïðåäïîëàãàë öåíòðàëüíóþ ñèììåòðè÷íîñòü3-ïàðàëëåëîýäðà î÷åâèäíîé;×òîáû äîêàçàòü "î÷åâèäíîå", Ìèíêîâñêèé îòêðûë èäîêàçàë òåîðåìó î âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêàõd = 4 52 òèïà ïàðàëëåëîýäðîâ (3 ïðèìèòèâíûõ + 49íåïðèìèòèâíûú)d = 5 òûñÿ÷è òèïîâ (222 ïðèìèòèâíûõ + òûñÿ÷èíåïðèìèòèâíûõ)d = 6 108 òûñÿ÷ (òûñÿ÷è ïðèìèòèâíûõ + äåñÿòêèòûñÿ÷)



Ïðèìèòèâíûå ïàðàëëåëîýäðûd -ïàðàëëåëîýäð íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì, åñëè âêàæäîé âåðøèíå ðàçáèåíèÿ ñõîäèòñÿ d + 1(ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî) ïàðàëëåëîýäðÈíà÷å ïàðàëëåëîýäð íåïðèìèòèâíûéÊàæäûé ïðèìèòèâíûé ïàðàëëåëîýäð - ïðîñòîéìíîãîãðàííèêÎáðàòíîå íå âåðíîd = 2 1 ïðèìèòèâíûé è 1 íåïðèìèòèâíûéd = 3 1 ïðèìèòèâíûé (14 ãðàíåé) è 4 íåïðèìòèâíûõd = 4 3 + 49d = 5 222 (�ûøêîâ è Áàðàíîâñêèé) ïðèìèòèâíûõ +òûñÿ÷è íåïðèìèòèâíûõ (Ýíãåë)d = 6 Òûñÿ÷è ïðèìèòèâíûõHundreds thousand non-primitive



Êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ (Ìèíêîâñêèé, Âîðîíîé,Âåíêîâ)
Theorem (Ìèíêîâñêèé �., 1897 )Ïóñòü P � ïàðàëëåëîýäð, òîãäà(1) P - öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íûé(2) âñå ãèïåðãðàíè (ãðàíè ðàçìåðíîñòè d − 1)ïàðàëëåëîýäðà öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íû(3) âñå ïîÿñêè (çîíû) ñîñòîÿò èç 4 èëè 6 ãèïåðãðàíåé.



Êîíñòðóêöèÿ ïîÿñêà (çîíû)

Êàæäàÿ ãèïåðãðàíü ïðîåêòèðóåòñÿ â îòðåçîêÏîÿñîê ïðîåêòèðóåòñÿ â ìíîãîóãîëüíèêÓñëîâèå (3) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ïðîåêöèÿ P âäîëüãèïåðãðàíè íà äîïîëíåíèå åñòü ëèáî ïàðàëëåëîãðàìì,ëèáî ö. ñ. øåñòèóãîëüíèê



�æ ìíîãîãðàííèêàÄîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà äðóãîé, �óíäàìåíòàëüíîéòåîðåìå ÌèíêîâñêîãîÏóñòü P -ìíîãîãðàííèê ñ k ãèïåðãðàíÿìè. Ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ
{F1 . . . ,Fk}ñ îáùèì íà÷àëîì, òàêèõ ÷òî Fi ïåðïåíäèêóëÿðåí i-éãèïåðãðàíè Fi , íàïðàâëåí âî âíåøíþþ ñòîðîíóìíîãîãðàííèêà è ïî ìîäóëþ ðàâåí ïëîùàäè ãðàíè Fi ,íàçîâåì åæîì F(P)Ëåììà. Åæ F(P) âûïóêëîãî êîíå÷íîãî ìíîãîãðàííèêàP óäîâëåòâîðÿåò äâóì óñëîâèÿì:(1) lin(F(P)) = R

d ,ò.å. F(P) íå ëåæèò íè â êàêîé ãèïåðïëîñêîñòè(2) ∑Fi = 0.



Òåîðåìà Ìèíêîâñêîãî î ìíîãîãðàííèêàõÒåîðåìà Ìèíêîâñêîãî î ìíîãîãðàííèêàõ óòâåðæäàåò,÷òî âåðíî è îáðàòíîåTheorem (Ìèíêîâñêèé, 1897)Ïóñòü ìíîæåñòâî âåêòîðîâ F = {F1 . . . ,Fk} óäîâëåòâîðÿåòóñëîâèÿì:(1) lin(F) = R
d(2) ∑Fi = 0.Òîãäà ñóùåñòâóåò âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê P, äëÿ êîòîðîãî

F åñòü åãî åæ.Áîëåå òîãî, ìíîãîãîãðàííèê P îïðåäåëÿåòñÿ åæîìîäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà



Ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Ìèíêîâñêîãî îìíîãîãðàííèêàõÏóñòü åæ ìíîãîãðàííèêà îáëàäàåò ñèììåòðèåé s:s(F(P)) = F(P),òîãäà ìíîãîãðàííèê P îáëàäàåò ñîïðÿæåííîéñèììåòðèåé t−1 ◦ s ◦ t(P) = P ,ãäå t � òðàíñëÿöèÿ, ïåðåíîñÿùàÿ áàðèöåíòð O ′ìíîãîãðàííèêà P â íà÷àëî O åæà F(P)(â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ìíîãîãðàííèêà ñ äàííûì åæîì)Åñëè ãèïåðãðàíè ìíîãîãðàííèêà P ïîïàðíîïàðàëëåëüíû è èìåþò ðàâíûå ïëîùàäè, òî P-öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷åí(F(P) öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷åí)Ïàðàëëåëîýäð P èìååò âñå ãèïåðãðàíè ïîïàðíîïàðàëëåëüíûå è ðàâíûå ⇒ F(P) - ö. ñ. ⇒P - öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷åí (ïóíêò (1) òåîðåìûÌèíêîâñêîãî)



Òåîðåìà Ìèíê. î ïàðàëëåëîýäðàõ (èäåÿ äîê-âà)�èïåðãðàíè - öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íûÏóñòü ãèïåðãðàíü F = P ∩ P ′P è P ′ ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó è êàæäûé ö.ñ.⇒
∃ ñèììåòðèÿ σ ò.÷. σ(P) = P ′ è σ(P ′) = P ⇒

σ(F ) = σ(P ∩ P ′) = σ(P) ∩ σ(P ′) = P ′ ∩ P = FÏîÿñêè ñîñòîÿò èç 6 èëè 4 ãèïåðãðàíåéÁëàãîäàðÿ öåíòðàëüíîé ñèììåòðè÷íîñòè ãèïåðãðàíåéïîÿñêè ñóùåñòâóþòÄëÿ êàæäîé (d − 2)-ãðàíè ïðîåêöèÿ íà 2-äîïîëíåíèå Pè âñåõ ÿ÷ååê P1..., ñìåæíûõ 
 P ïî ãèïåðãðàíÿì ïîÿñêà,ñîñòîèò èç ïîïàðíî íåïåðåêðûâàþùèõñÿìíîãîóãîëüíèêîâ M , M1,...Ìíîãîóãîëüíèêè M , M1, ... - öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íûè ïîïàðíî ðàâíû è ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãóÑëåäîâàòåëüíî, ïðîåêöèÿ � ëèáî ïàðàëëåëîãðàìì, ëèáî6-óãîëüíèê.



×èñëî ãèïåðãðàíåéTheorem(Ìèíêîâñêèé, 1897) ×èñëî fd−1 ãèïåðãðàíåé âd-ïàðàëëåëîýäðå íå ïðåâîñõîäèòfd−1 = 2(2d − 1) (1)Îöåíêà (1) íåóëó÷øàåìà.Äëÿ ëþáîé ðàçìåðíîñòè d 
óùåñòâóþò ïàðàëëåëîýäðû(íàïðèìåð, ïåðìþòîýäð) ñ fd−1 = 2(2d − 1)Äëÿ ëþáîãî d -ïàðàëëåëîýäðà âåðíî2d ≤ fd−1 ≤ 2(2d − 1)Îöåíêà (1) íåìåäëåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû îá èíäåêñå(Í.Ä.)



Còàíäàðòíàÿ ãðàíüÄàíî ðàçáèåíèå T íà ïàðàëëåëîýäðû.�ðàíü F k ⊂ P ∈ T íàçîâåì ñòàíäàðòíîé, åñëèñóùåñòâóåò P ′ ∈ T , òàêîé ÷òî P ∩ P ′ = F k .Èíà÷å ãðàíü íàçîâåì íåñòàíäàðòíîé
Êàæäàÿ ãèïåðãðàíü ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé ãðàíüþ�ðàíü ñòàíäàðòíà ò. è ò.ò., êîãäà îíà ñèììåòðè÷íàîòíîñèòåëüíî öåíòðà ñèììåòðèè ðàçáèåíèÿ T



Ïðèìåðû ñòàíäàðòíûõ è íåñòàíäàðòíûõ ãðàíåéÂ ðàçáèåíèè íà ïàðàëëåëåïèïåäû âñå ãðàíè ñòàíäàðòíûÂ ðàçáèåíèè íà øåñòèóãîëüíûå ïðèçìûÑòàíäàðòíûå ãðàíè- âñå 2-ãðàíè è 12 ãîðèçîíòàëüíûõðåáåðÍåñòàíäàðòíûå � âåðòèêàëüíûå ðåáðà è âñå âåðøèíû



Èíäåêñ ãðàíè
Åñëè ãðàíü F ïðèíàäëåæèò n ïàðàëëåëîýäðàìðàçáèåíèÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òîñòåïåíü ãðàíè ðàâíà deg(F ) = n
ν(F ) = 1deg(F ) íàçîâåì èíäåêñîì ãðàíè FÄëÿ ëþáîé ãèïåðãðàíè F d−1 î÷åâèäíî:

ν(F d−1) = 12Äëÿ ëþáîé ãðàíè F d−2:
ν(F d−2) = 13 èëè 14Â ïðèìèòèâíîì ïàðàëëåëîýäðå äëÿ âåðøèíû

ν(F 0) = 1d+1



Òåîðåìà îá èíäåêñå äëÿ ïàðàëëåëîýäðîâ
TheoremÄëÿ êàæäîãî d-ïàðàëëåëîýäðà P èìååò ìåñòî

∑ñòàíä ãðàíè⊂P ν(F ) = 2d − 1 (1)Èç (1) âûòåêàåò íåìåäëåííî îöåíêà Ìèíêîâñêîãîfd−1 ≤ 2(2d − 1) (2)



Òåîðåìà îá èíäåêñå è îöåíêà Ìèíêîâñêîãî
{Ñòàíä. ãðàíè}={�èïåðãðàíè}∪ {ñòàíä. i-ãðàíè, i < d − 1}(1)⇒2d − 1 =∑

{ãèïåðãðàíè}ν(F ) +
∑

{ñòàíä.F i ,i<d−1} ν(F i ) =
∑

{ãèïåðãðàíè} 12 +
∑

{ñòàíä.F i ,i<d−1} ν(F i ) =12 fd−1 + . . .⇒fd−1 = 2(2d − 1) − 2∑
{ñòàíä.F i ,i<d−1}

ν(F i ) ⇒ fd−1 ≤ 2(2d − 1)Îöåíêà äîñòèãàåòñÿ ò. è ò.ò. êîãäà â ó ïàðàëëåëîýäðàíåò ñòàíäàðòíûõ ãðàíåé ðàçìåðíîñòåé < d − 1



Êðèòåðèé Ìèíêîâñêîãî-Âåíêîâà3 óñëîâèÿ Ìèíêîâñêîãî íå òîëüêî íåîáõîäèìû, íî èäîñòàòî÷íûTheorem (Á.À.Âåíêîâ 1954)Åñëè âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê P óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿìÌèíêîâñêîãî, ò.å.(1) P - öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íûé(2) âñå ãèïåðãðàíè (ãðàíè ðàçìåðíîñòè d − 1) öåíòðàëüíîñèììåòðè÷íû(3) âñå ïîÿñêè (çîíû) ñîñòîÿò èç 4 èëè 6 ãèïåðãðàíåé,òî P - ïàðàëëåëîýäð.P. M
Mullen (1981); Òåîðåìà î ïðîäîëæåíèè - Í.Ä.,2000, Í.Ä. è Â.Ñ.Ìàêàðîâ, 2003.



Ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû Âåíêîâà
Íåíîðìàëüíûé ïàðàëëåëîýäð - ìíîãîãðàííèê, êîòîðûéäîïóñêàåò ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà íå îáÿçàòåëüíî"ãðàíü-â-ãðàíü" ñïîñîáîìÍ.Ä. (2003) Íåíîðìàëüíûé ïàðàëëåëîýäð îáÿçàòåëüíîäîïóñêàåò òàêæå "ãðàíü-â-ãðàíü" ðàçáèåíèå, òî åñòüÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì ïàðàëëåëîýäðîìÑíà÷àëà äîêàçûâàåòñÿ: Íåíîðìàëüíûé ïàðàëëåëîýäðóäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1),(2),(3)Çàòåì ïðèìåíÿåòñÿ òåîðåìà ÂåíêîâàÄëÿ ëþáîãî d d -ïåðìþòîýäð ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîýäðîì



�èïîòåçà è òåîðåìà Âîðîíîãî
Îáëàñòü Âîðîíîãî òî÷êè â öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêåíàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëîýäðîì ÂîðîíîãîÍå êàæäûé ïàðàëëåëîýäð ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîýäðîìÂîðîíîãîitem �èïîòåçà Âîðîíîãî Ëþáîé ïàðàëëåëîýäðà��èííî ýêâèâàëåíòåí íåêîòîðîìó ïàðàëëåëîýäðóÂîðîíîãîTheorem (Âîðîíîé, 1908)Ëþáîé ïðèìèòèâíûé ïàðàëëåëîýäð à��èííî ýêâèâàëåíòåííåêîòîðîìó Âîðîíîìó



�èïîòåçà Âîðîíîãî è íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû
Theorem (Æèòîìèðñêèé, 1937)Ëþáîé ïàðàëëåëåîýäð, ïðèìèòèâíûé ëèøü âî âñåõ
(d − 2)-ãðàíÿõ (âñå ïîÿñêè ñîñòîÿò èç 6 ãèïåðãðàíåé),à��èííî ýêâèâàëåíòåí íåêîòîðîìó ÂîðîíîìóTheorem (Ýðäàë, 1993?)Ïàðàëëåëîýäð, ÿâëÿþùèéñÿ ñóììîé Ìèíêîâñêîãîíåêîòîðîãî ÷èñëà îòðåçêîâ, à��èííî ýêâèâàëåíòåííåêîòîðîìó Âîðîíîìó�èïîòåçà Âîðîíîãî îñòàåòñÿ îòêðûòîé


