
Çàäà÷è ê êóðñó Â.Ïðîòàñîâà � Òåîðåìû î çàìûêàíèè �

1. Âûâåäèòå òåîðåìó Ïîíñåëå äëÿ n = 3 èç ôîðìóëû Ýéëåðà. Òà æå çàäà÷à äëÿ n = 4.
2. Êàê ïðèìåíèòü äîêàçàòåëüñòâî ßêîáè äëÿ äâóõ îêðóæíîñòåé îáùåãî ïîëîæåíèÿ ?
Íàïðèìåð, äëÿ äâóõ îêðóæíîñòåé, ó êîòîðûõ êðóãè íå ïåðåñåêàþòñÿ ?
3. Ê òåîðåìå Ïîíñåëå äëÿ n = 4. Äîêàæèòå, ÷òî ó ëþáîãî âïèñàííî-îïèñàííîãî ÷åòû-
ð¼õóãîëüíèêà öåíòðû äâóõ îêðóæíîñòåé (âïèñàííîé è îïèñàííîé) è òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
äèàãîíàëåé ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
4. Ñîãëàñíîòåîðåìå Óýéëñà, äëÿ âñåõ âïèñàííî-îïèñàííûõ n-óãîëüíèêîâ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ äâóì äàííûì îêðóæíîñòÿì, öåíòð òÿæåñòè n òî÷åê êàñàíèÿ èõ ñòîðîí ñî âïèñàííîé
îêðóæíîñòüþ îäèí è òîò æå. Äîêàæèòå ýòó òåîðåìó äëÿ n = 3, 4.
5. Äîêàæèòå òåîðåìó î çèãçàãå äëÿ äâóõ îêðóæíîñòåé íà ïëîñêîñòè ïðè n = 2. Íàéäèòå
ñîîòíîøåíèå ìåæäó ðàäèóñàìè îêðóæíîñòåé, ðàññòîÿíèåì ìåæäó èõ öåíòðàìè è äëèíîé
ïðûæêà, ãàðàíòèðóþùåå çàìûêàíèå.
6. Äîêàæèòå òåîðåìó î çèãçàãå äëÿ äâóõ ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè ïðè ëþáîì n. Íàéäèòå
íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ çàìûêàíèÿ. Òà æå çàäà÷à äëÿ ïàðû ñêðåùèâà-
þùèõñÿ ïðÿìûõ â R3.

7. Äîêàæèòå òåîðåìó Ïîíçàã: åñëè äëÿ îêðóæíîñòåé α è β ñóùåñòâóåò n-óãîëüíèê ñ
âåðøèíàìè íà α è ñåðåäèíàìè ñòîðîí íà β, òî òàêèõ n-óãîëüíèêîâ áåñêîíå÷íî ìíîãî,
ïðè÷¼ì ëþáàÿ òî÷êà îêðóæíîñòè α ìîæåò ñëóæèòü âåðøèíîé òàêîãî n-óãîëüíèêà.
8. Äàíà îêðóæíîñòü è n òî÷åê âíóòðè íå¼. Ñêîëüêî ìîæåò ñóùåñòâîâàòü n-óãîëüíèêîâ
(âîçìîæíî, íåâûïóêëûõ è äàæå ñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ), âïèñàííûõ â ýòó îêðóæíîñòü, ó
êîòîðûõ ñòîðîíû ïðîõîäÿò ÷åðåç äàííûå òî÷êè ? Êàê ïîñòðîèòü õîòÿ-áû îäèí òàêîé
n-óãîëüíèê ? Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òî÷êè çàíóìåðîâàíû, è ñòîðîíû n-óãîëüíèêà ïîñëå-
äîâàòåëüíî ïðîõîäÿò ÷åðåç äàííûå òî÷êè.
9 (äåéñòâèòåëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ïó÷êà). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ R∪{∞}
ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè, îòíîøåíèå ñòåïåíåé êîòîðûõ îòíîñèòåëüíî äâóõ îêðóæíî-
ñòåé α è β ðàâíî t, ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ (ïðè t = 1 � ïðÿìîé) ïó÷êà, ïðîõîäÿùåãî
÷åðåç α è β.
10 (îñíîâíàÿ ëåììà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ýìõà). Äâå îêðóæíîñòè ñ öåí-
òðàìè O1, O2 è ðàäèóñàìè r1, r2 ñîîòâåòñòâåííî, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. Ïóñòü
P - ÷åòâåðòàÿ âåðøèíà ïàðàëëåëîãðàììà O2AO1P . Òîãäà äëÿ ëþáîé îêðóæíîñòè ñ öåí-
òðîì â òî÷êå P , ïåðåñåêàþùåé îáå îêðóæíîñòè (ïåðâóþ - â òî÷êàõ M1, N1, âòîðóþ - â
òî÷êàõ M2, N2) èìååì

à) ïðÿìûå M1M2 è N1N2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå A;
á) M1N1

M2N2
= AN1

AM2
= AM1

AN2
= BM1

BM2
= BN1

BN2
= r1

r2
.

11. Äîêàæèòå òåîðåìó î çèãçàãå â ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.
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