
Ìíîãîóãîëüíèêè è îêðóæíîñòè íà ðåø�åòêàõ è àïåðèîäè÷åñêèå ïàðêåòû 19 èþëÿ 2010 ã.Çàäà÷è ê çàíÿòèþ 1Çàäà÷à 1.ÏóñòüN(O,R)� êîëè÷åñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè, ëåæà-ùèõ âíóòðè êðóãà ðàäèóñàR ñ öåíòðîì â òî÷êå O. Äîêàæèòå, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:
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= π.Çàäà÷à 2. à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êåñ êîîðäèíàòàìè (

√
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2
), êîòîðûé ñîäåðæèò âíóòðè ñåáÿ ðîâíî n óçëîâ ðåø�åòêè Z2.á) Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ðåø�åòêè Z3.Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷�åòíîãî n ñóùåñòâóåò îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå (1

3
, 0),êîòîðàÿ ïðîõîäèò ðîâíî ÷åðåç n óçëîâ ðåø�åòêè Z2.Çàäà÷à 4. Ïóñòü (x−x0)

2+y2 = R2 � îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ðîâíî ÷åðåç n óçëîâ ðåø�åòêè Z2.Äîêàæèòå, ÷òî íà ñ�åðå (x− x0)
2 + y2 + (z −

√
2) = R2 + 2 ëåæàò ðîâíî n óçëîâ ðåø�åòêè Z3.Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.à) Ñóùåñòâóþò îêðóæíîñòè íà ïëîñêîñòè, êîòîðûå ïðîõîäÿò ðîâíî ÷åðåç îäíó òî÷êó ñ ðàöèîíàëü-íûìè êîîîäèíàòàìè.á) Ñóùåñòâóþò îêðóæíîñòè íà ïëîñêîñòè, êîòîðûå ïðîõîäÿò ðîâíî ÷åðåç äâå òî÷êè ñ ðàöèîíàëüíû-ìè êîîîäèíàòàìè.â) Åñëè îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå (0, 0) ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó òî÷êó ñ ðàöèîíàëüíûìè êîîð-äèíàòàìè, òî íà íåé ëåæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê ïëîñêîñòè ñ ðàöèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè.ã) Åñëè õîòÿ áû îäíà èç êîîðäèíàò öåíòðà îêðóæíîñòè èððàöèîíàëüíà, òî íà ñàìîé îêðóæíîñòèëåæèò íå áîëåå äâóõ òî÷åê ïëîñêîñòè ñ ðàöèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè.Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿðîâíî ÷åðåç n óçëîâ à) ïàðêåòà òèïà (6)3, á) ïàðêåòà òèïà (3)6.Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî íà ðåø�åòêå Z2 ìîæíî ðàñïîëîæèòü âûïóêëûé ðàâíîñòîðîííèé ìíî-ãîóãîëüíèê ñ ëþáûì ÷�åòíûì ÷èñëîì ñòîðîí.Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.à) Ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àåâ n = 1, 2, 3, 4, 6, 12, ÷èñëî tg 2π

n
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√
3, ãäå q ∈ Q.á) Ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àåâ n = 1, 2, 4, 8, 16, ÷èñëî tg 2π

n
íå ìîæåò áûòüïðåäñòàâëåíî â âèäå p+ q

√
2, ãäå p, q ∈ Q.â) Ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àåâ n = 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24, ÷èñëî tg 2π

n
íå ìîæåòáûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå p+ q

√
3, ãäå p, q ∈ Q.Çàäà÷à 9. Äëÿ êàæäîãî òèïà ïàðêåòà íàéäåòå âñå n ∈ N, ïðè êîòîðûõ à) ðàâíîñòîðîííèéá) ðàâíîóãîëüíûé n-óãîëüíèê ìîæíî ðàñïîëîæèòü íà äàííîì ïàðêåòå.Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîñêèé ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê ìîæíî ðàñïîëîæèòü íà ðåø�åòêå Z3òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n = 3, n = 4 èëè n = 6.Îòêðûòûå ïðîáëåìûÇàäà÷à 11.Îïèøèòå ìíîæåñòâî âñåõ îêðóæíîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ðîâíî ÷åðåç n òî÷åê ðåø�åòêè Z2.Çàäà÷à 12. Êàêèå ïîëóïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè ìîæíî ðàñïîëîæèòü íà ïëîñêîñòè òàê, ÷òî-áû âñå èõ âåðøèíû èìåëè êîîðäèíàòû èç Q(α) (çäåñü Q(α) � ïðîñòîå àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèåïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíåíèåì àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà α)?Çàäà÷à 13. Äëÿ êàêèõ íàòóðàëüíûõ n íà ðåø�åòêå Z3 ìîæíî ðàñïîëîæèòü çàìêíóòóþ ëîìàíóþèç n çâåíüåâ îäèíàêîâîé äëèíû?Çàäà÷à 14. Äëÿ êàêèõ íàòóðàëüíûõ n íà ðåø�åòêå Z3 ìîæíî ðàñïîëîæèòü çàìêíóòóþ ðàâíî-óãîëüíóþ ëîìàíóþ èç n çâåíüåâ?
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