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1 Ãåîìåòðèÿ öåëî÷èñëåííîé ðåø¼òêè
Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ðàññìîòðèì g ∈ G. Ìíîæåñòâà

gH = {gh|h ∈ H} è Hg = {hg|h ∈ H}

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ëåâûì è ïðàâûì êëàññàìè ñìåæíîñòè H â G.
Èíäåêñîì ïîäãðóïïû H â ãðóïïå G íàçûâàåòñÿ ÷èñëî âñåõ ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ

H â G, îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç |G : H|.
Îáû÷íî ãðóïïó Zn íàçûâàþò ðåø¼òêîé, à å¼ ïîäãðóïïû � ïîäðåø¼òêàìè.

Îïðåäåëåíèå 1.2. (Îáúåêòû öåëî÷èñëåííîé ãåîìåòðèè.) Òî÷êà (âåêòîð) íà
ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ öåëîé, åñëè åå êîîðäèíàòû öåëûå.
Îòðåçîê íàçûâàåòñÿ öåëî÷èñëåííûì, åñëè åãî êîíöû öåëûå. Òðåóãîëüíèê (ìíîãî-
óãîëüíèê, ìíîãîãðàííèê) íàçûâàåòñÿ öåëî÷èñëåííûì, åñëè åãî âåðøèíû öåëûå.
Ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ öåëî÷èñëåííîé, åñëè îíà ñîäåðæèò êàê ìèíèìóì äâå öåëûå òî÷-
êè. Óãîë íàçûâàåòñÿ öåëî÷èñëåííûì, åñëè åãî âåðøèíà öåëàÿ è ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå
ëó÷è, öåëûå.

Îïðåäåëåíèå 1.3. (Ïðåîáðàçîâàíèÿ öåëî÷èñëåííîé ãåîìåòðèè.) Îáîçíà÷èì
âñå àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîñêîñòè, ñîõðàíÿþùèå ìíîæåñòâî öåëûõ òî÷åê ÷å-
ðåç Aff (2,Z). Ãðóïïà Aff (2,Z) îáðàçîâàíà ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè SL(2,Z) è
ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè íà öåëûé âåêòîð.

Çàäà÷à 1. (Î ïîäñ÷¼òå èíäåêñà â ïîäðåø¼òêå.) Èíäåêñ ïîäðåø¼òêè â Z2, îá-
ðàçîâàííîé ëèíåéíî-íåçàâèñèìûìè âåêòîðàìè v è w, ðàâåí ÷èñëó öåëûõ òî÷åê P â
ïàðàëëåëîãðàììå

{A + αv + βw|0 ≤ α, β < 1},
ãäå A � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà.

AB

C

|G : H| = 6

Îïðåäåëåíèå 1.4. Öåëî÷èñëåííîé äëèíîé öåëî÷èñëåííîãî îòðåçêà AB íàçûâàåòñÿ
èíäåêñ ïîäðåø¼òêè, îáðàçîâàííîé âåêòîðîì AB, â ðåø¼òêå âñåõ öåëûõ âåêòîðîâ ïðÿ-
ìîé AB (îáîçíà÷åíèå l`(AB)).

A

B

C D

l`(AB) = 2, l`(CD) = 2
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Çàäà÷à 2. a). Äîêàæèòå, ÷òî öåëî÷èñëåííàÿ äëèíà ðàâíà êîëè÷åñòâó öåëûõ òî÷åê
âíóòðè îòðåçêà AB ïëþñ îäèí.
b). Äîêàæèòå, ÷òî öåëî÷èñëåííàÿ äëèíà � ïîëíûé èíâàðèàíò îòíîñèòåëüíî öåëî÷èñ-
ëåííûõ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé Aff (2,Z).

Îïðåäåëåíèå 1.5. Öåëî÷èñëåííîé ïëîùàäüþ òðåóãîëüíèêà ABC íàçûâàåòñÿ èíäåêñ
ïîäðåø¼òêè, îáðàçîâàííîé âåêòîðàìè AB è AC, âî âñåé öåëî÷èñëåííîé ðåø¼òêå (îáî-
çíà÷åíèå lS(ABC)).

AB

C

AB

C

lS(ABC) = 6

Çàäà÷à 3. Äëÿ öåëî÷èñëåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíò-
íû:

a) ABC ïóñò (ò.å. íå ñîäåðæèò öåëûõ òî÷åê âíóòðè);
b) lS(ABC) = 1;
c) S(ABC) = 1/2.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî öåëî÷èñëåííàÿ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà åãî óäâîåííîé
Åâêëèäîâîé ïëîùàäè.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Èíäåêñîì öåëî÷èñëåííîãî óãëà ABC íàçûâàåòñÿ èíäåêñ ïîäðå-
ø¼òêè, ïîðîæäåííîé âñåìè öåëûìè âåêòîðàìè ñ íà÷àëîì è êîíöîì â îáúåäèíåíèè
ïðÿìûõ AB è AC (îáîçíà÷åíèå lα(ABC)).

AB

C

AB

C

lα(BAC) = 2

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî öåëî÷èñëåííûé èíäåêñ óãëà ðàâåí öåëî÷èñëåííîé ïëîùàäè
òðåóãîëüíèêà, äâå ñòîðîíû êîòîðîãî ëåæàò íà ñòîðîíàõ óãëà è èìåþò åäèíè÷íóþ
öåëî÷èñëåííóþ äëèíó.

Îïðåäåëåíèå 1.7. Öåëî÷èñëåííûì ðàññòîÿíèåì îò öåëî÷èñëåííîé òî÷êè A äî öå-
ëî÷èñëåííîé ïðÿìîé BC íàçûâàåòñÿ èíäåêñ ïîäðåø¼òêè ïîðîæäåííîé âåêòîðàìè èç
òî÷êè A âî âñå öåëî÷èñëåííûå òî÷êè ïðÿìîé BC (îáîçíà÷åíèå ld(A,BC)).

AB

C

AB

C

ld(A, BC) = 3
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Çàäà÷à 6. (Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë öåëî÷èñëåííîãî ðàññòîÿíèÿ.)
Ïóñòü ld(A,BC) = k. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ðîâíî k− 1 öåëî÷èñëåííûõ ïðÿìûõ,
ïàðàëëåëüíûõ BC, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ òî÷êà A è îòðåçîê BC ðàñïîëîæåíû â
ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ.

A
B

C
A′

Çàäà÷à 7. Ðàññìîòðèì òðè ïàðàëëåëüíûå öåëî÷èñëåííûå ïðÿìûå `1, `2 è `3 è òðè
öåëûå òî÷êè A1, A2, A3 íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðÿìûõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðÿìûå `1

è `3 ðàñïîëîæåíû â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé `2. Äîêàæèòå, ÷òî

ld(A1, `3) = ld(A1, `2) + ld(A2, `3).

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì òðåóãîëüíèêå ABC âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

lS(ABC) = l`(AB) ld(C, AB).

Çàäà÷à 9. Âåðíî ëè, ÷òî óãëû ABC è CBA âñåãäà öåëî÷èñëåííî êîíãðóýíòíû?

Çàäà÷à 10. Íàéäèòå äâà íåêîíãðóýíòíûõ öåëî÷èñëåííûõ òðåóãîëüíèêà îäèíàêîâîé
öåëî÷èñëåííîé ïëîùàäè. Äëÿ âñÿêîãî ëè çíà÷åíèÿ ïëîùàäè ýòî âîçìîæíî?

Çàäà÷à 11. (Ôîðìóëà Ïèêà.) Åâêëèäîâà ïëîùàäü S öåëî÷èñëåííîãî ìíîãîãðàí-
íèêà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ.

S = I + E/2− 1,

ãäå I � ÷èñëî öåëûõ òî÷åê âî âíóòðåííîñòè ìíîãîóãîëüíèêà, à E � ÷èñëî öåëûõ
òî÷åê íà ãðàíèöå.

S = 4 + 6/2− 1 = 6

Çàäà÷à 12. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïóñòîãî öåëîãî òåòðàýäðà â R3, ñòîðîíû êîòîðîãî íå
ïîðîæäàþò âñåé öåëî÷èñëåííîé ðåø¼òêè. (Ïî ñóòè äåëà ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òåîðåìà
Ïèêà íå îáîáùàåòñÿ äîñëîâíî íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíû
ëèøü îöåíî÷íûå óòâåðæäåíèÿ â äóõå òåîðåìû Ïèêà.)

Çàäà÷à 13. ∗(Òåîðåìà Óàéòà.) Ðàññìîòðèì ïàðàëëåëåïèïåä ABCDA′B′C ′D′ â R3 ñ
âåðøèíàìè â öåëûõ òî÷êàõ. Ïóñòü òåòðàýäð ABDA′ ïóñò, òîãäà âñå âíóòðåííèå öåëûå
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òî÷êè ïàðàëëåëåïèïåäà ðàñïîëîæåíû ðîâíî â îäíîì èç ñëåäóþùèõ òðåõ ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ.

A B

C
D

A′
B′

C ′
D′

A B

C
D

A′
B′

C ′
D′

A B

C
D

A′
B′

C ′
D′

Çàäà÷à 14. ∗ Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå ÷åòûð¼õìåðíûé àíàëîã òåîðåìû Óàéòà.
(Íà íàñòîÿùèé ìîìåíò ïîëíîå îïèñàíèå ÷åòûðåõìåðíûõ ñèìïëåêñîâ íå èçâåñòíî.)
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2 Öåëî÷èñëåííûå òðåóãîëüíèêè è èõ òðèãîíîìåòðèÿ
Çàäà÷à 1. Äëÿ ëþáîãî öåëî÷èñëåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC âûïîëíÿåòñÿ

lS(ABC) = l`(AB) l`(AC) lα(ABC).

Çàäà÷à 2. Êàêèå èç ïðèçíàêîâ ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ âûïîëíÿþòñÿ â öåëî÷èñëåí-
íîé ãåîìåòðèè?

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ó äâóõ òðåóãîëüíèêîâ îäèíàêîâîé ïëîùàäè âñå ñîîò-
âåòñòâóþùèå óãëû öåëî÷èñëåííî êîíãðóýíòíû, òî òðåóãîëüíèêè öåëî÷èñëåííî êîí-
ãðóåíòíû. Ìîæíî ëè óñèëèòü ýòîò ïðèçíàê?

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïàðóñîì öåëî÷èñëåííîãî óãëà íàçûâàåòñÿ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà
âñåõ âíóòðåííèõ öåëûõ òî÷åê óãëà (èñêëþ÷àÿ âåðøèíó óãëà).

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü A1 . . . An � ïàðóñ íåêîòîðîãî öåëî÷èñëåííîãî óãëà. Îáî-
çíà÷èì

a2k = l`AkAk+1,
a2k−1 = lα Ak−1AkAk+1

äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ k. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë (a0, . . . , a2n−2) íàçûâàåòñÿ
LLS-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ óãëà.

1
2

2
O

A0

A1

A2

a0 = l`A0A1 = 1

a1 = lαA0A1A2 = 2

a2 = l`A1A2 = 2

LLS = (1, 2, 2)

Çàäà÷à 4. ∗ Äîêàæèòå, ÷òî LLS-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì èíâàðèàíòîì
öåëî÷èñëåííîãî öåëî÷èñëåííîãî óãëà.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ðàññìîòðèì öåëî÷èñëåííûé óãîë α ñ LLS-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
(a0, . . . , a2n−2). Ïóñòü

p

q
= a0 +

1

a1 +
1

a2 +
1

. . . +
1

a2n−2

,

ïðè÷¼ì äðîáü p/q � íåñîêðàòèìà. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ:

ltan α =
p

q
, lsin α = p, lcos α = q.
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Ïóñòü r � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå åäèíèöû. Öåëî÷èñëåííûì àðêòàíãåíñîì r
íàçûâàåòñÿ óãîë îáðàçîâàííûé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ OX è ëó÷îì y = rx. (Îáî-
çíà÷åíèå larctan r).

Çàäà÷à 5. a). Öåëî÷èñëåííûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè èíâàðèàíòíû îòíîñè-
òåëüíî öåëî÷èñëåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
b). Äëÿ ëþáîãî öåëî÷èñëåííîãî óãëà α âûïîëíÿåòñÿ:

lsin α ≥ lcos α è ltan α ≥ 1.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Óãîë ABC íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì óãëó CBA.
Óãîë íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì, åñëè îí êîíãðóýíòåí äâîéñòâåííîìó è ñìåæíîìó óãëàì.

Çàäà÷à 6. Ïîñòðîéòå äâîéñòâåííûé è ñìåæíûé óãëû äëÿ óãëà larctan(7/5) è ïîñ÷è-
òàéòå èõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè.

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî âñå öåëî÷èñëåííûå ïðÿìûå óãëû êîíãðóýíòíû ëèáî larctan 1,
ëèáî larctan(2).

Çàäà÷à 8. a). Ñóùåñòâóåò ëè òðåóãîëüíèê, âñå óãëû êîòîðîãî êîíãðóýíòíû larctan 1.
b). Ñóùåñòâóåò ëè òðåóãîëüíèê ñ óãëàìè, êîíãðóýíòíûìè larctan 1, larctan 2 è larctan 3.

Çàäà÷à 9. a).∗ Äëÿ âåùåñòâåííîãî s ≥ 1, âûïîëíÿåòñÿ: ltan(larctan s) = s.
b).∗ Äëÿ ëþáîãî öåëî÷èñëåííîãî óãëà α âûïîëíÿåòñÿ

larctan(ltan α) ∼= α.

Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî öåëî÷èñëåííûé ñèíóñ ñîâïàäàåò ñ èíäåêñîì óãëà.

Çàäà÷à 11. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó ñèíóñîâ â öåëî÷èñëåííîé ãåîìåò-
ðèè.

Çàäà÷à 12. ∗ Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó êîñèíóñîâ â öåëî÷èñëåííîé ãåî-
ìåòðèè. (Ýòà çàäà÷à íà äàííûé ìîìåíò ÿâëÿåòñÿ íåðåøåííîé ïðîáëåìîé, ïîñêîëü-
êó íåïîíÿòíî êàê îäíîâðåìåííî ñî÷åòàòü ñëîæåíèå è óìíîæåíèå â öåëî÷èñëåííîé
ãåîìåòðèè).

Çàäà÷à 13. (Òåîðåìà î ñóììå óãëîâ â òðåóãîëüíèêå â ôîðìå òàíãåíñîâ.) Ïî-
êàæèòå, ÷òî â Åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè òðè óãëà α, β è γ ÿâëÿþòñÿ óãëàìè òðåóãîëüíèêà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

{
tan(α+β+γ) = 0
tan(α+β) /∈ [0; tan α]

(ìû ïðåäïîëàãàåì α îñòðûì).
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Îïðåäåëåíèå 2.5. Óãîë ABC íàçûâàåòñÿ öåëî÷èñëåííîé ñóììîé óãëîâ α è β, åñëè
ñóùåñòâóåò òî÷êà D âíóòðè óãëà ABC òàêàÿ, ÷òî óãîë ABD öåëî÷èñëåííî êîðãðóýí-
òåí α, à DBC öåëî÷èñëåííî êîíãðóýíòåí β.

Çàäà÷à 14. Ïðàâäà ëè, ÷òî ñóììà óãëîâ â öåëî÷èñëåííîé ãåîìåòðèè îïðåäåëåíà
îäíîçíà÷íî?

Ðàññìîòðèì ðàöèîíàëüíûå pi (i = 1, . . . , k) è èõ íå÷¼òíûå (ò.å., ñ íå÷¼òíûì ÷èñëîì
ýëåìåíòîâ) öåïíûå äðîáè [a1,i : a2,i; . . . ; ani,i]. Îáîçíà÷èì

]p1, . . . , pk[= [a1,1:a2,1; . . . ;an1,1; a1,2;a2,2; . . . ;an2,2; . . . ; a1,k;a2,k; . . . ;ank,k].

Çàäà÷à 15. Âåðíî ëè, ÷òî êàæäîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî èìååò íå÷¼òíóþ (÷¼òíóþ)
öåïíóþ äðîáü?

Òåîðåìà 2.6. (Ïåðåâîä òåîðåìû î ñóììå óãëîâ â òðåóãîëüíèêå.) Öåëî÷èñëåí-
íûå óãëû α1, α2, α3 (â äàííîì ïîðÿäêå) ÿâëÿþòñÿ óãëàìè öåëî÷èñëåííîãî òðåóãîëü-
íèêà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò i ∈ {1, 2, 3} òàêîå, ÷òî óãëû α = αi,
β = αi+1(mod 3), γ = αi+2(mod 3) óäîâëåòâîðÿþò:

{
] ltan α,−1, ltan β,−1, ltan γ[= 0
] ltan α,−1, ltan β[/∈ [0, ltan α] (âêëþ÷àÿ áåñêîíå÷íîå çíà÷åíèå) .

Çàäà÷à 16. a). Ïðîâåðüòå ñïðàâåäëèâîñòü Òåîðåìû 2.6 äëÿ ñëåäóþùåãî òðåóãîëüíè-
êà:

AB

C

b).∗ Äîêàæèòå Òåîðåìó 2.6 â îáùåì ñëó÷àå.

Çàäà÷à 17. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñóùåñòâóåò ëèøü êî-
íå÷íîå ÷èñëî ïîïàðíî íåêîíãðóýíòíûõ òðåóãîëüíèêîâ öåëî÷èñëåííîé ïëîùàäè n.
Íàéäèòå âñå òðåóãîëüíèêè öåëî÷èñëåííîé ïëîùàäè íå áîëåå 6.

Çàäà÷à 18. a). Ïóñòü ltan(ABC) = 7/5; l`(AB) = 3; l`(BC) = 5. Íàéäèòå îñòàëüíûå
óãëû è ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà.
b).∗ Ïóñòü ltan(ABC) = α; l`(AB) = b; l`(BC) = c. Íàéäèòå îñòàëüíûå óãëû è
ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà.
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