
Âåðñèÿ 1
ÄÇÅÒÀ-ÔÓÍÊÖÈß. ÎÒ ÝÉËÅÐÀ ÄÎ ÃÈÏÎÒÅÇÛ ÁÅÐ×À È

ÑÂÈÍÍÅÐÒÎÍ-ÄÀÉÅÐÀ

Ýòîò òåêñò íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïîñòîÿííîãî èçìåíåíèÿ è óëó÷øåíèÿ.
Êîãäà-íèáóäü îí ñòàíåò ÷àñòüþ êíèæêè è ïåðåñòàíåò ìåíÿòüñÿ, à ïîêà ÷òî
ïîæåëàíèÿ ïî óëó÷øåíèþ åãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ âñÿ÷åñêè ïðèâåò-
ñòâóþòñÿ.

1. Çàíÿòèå 1. Äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü s � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà

(1) ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
.

Òåîðåìà 1. Ðÿä (1) ñõîäèòñÿ ïðè s > 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè s ≤ 1.

Òàêèì îáðàçîì ôîðìóëà (1) îïðåäåëÿåò Äçåòà-ôóíêöèþ ïðè s > 1. Íåòðóä-
íî âèäåòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà è lims→1 ζ(s) = ∞.
Ïîçäíåå ìû óâèäèì, ÷òî ìîæíî îïðåäåëèòü Äçåòà-ôóíêöèþ ïðè s < 1, è äàæå
ïðè âñåõ êîìïëåêñíûõ s 6= 1.
Âîò îáùèé ôàêò, íà êîòîðîì áûëî îñíîâàíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1:

Çàäà÷à 1. Ïóñòü an � íåâîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä∑
an ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðÿä

∑
2na2n ñõîäèòñÿ.

Íàñêîëüêî áûñòðî ðàñòóò ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà (1), îïðåäåëÿþùåãî äçåòà
ôóíêöèþ?

Çàäà÷à 2. Îáîçíà÷èì an = 1 + 1
2

+ 1
3

+ . . . + 1
n
÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà (1) ïðè

s = 1. Äîêàæèòå, ÷òî ln(n + 1) < an ≤ 1 + lnn. Íàéäèòå àíàëîãè÷íûå îöåíêè
äëÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà (1) ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ s.

(
Óêàçàíèå: ñðàâíèòå an

ñ
∫ n

1
dx
x
.
)

1.1. Çíà÷åíèÿ Äçåòà-ôóíêöèè. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå Äçåòà-ôóíêöèè õîòÿ áû
â îäíîé òî÷êå � ñîâñåì íå òðèâèàëüíàÿ çàäà÷à. Âîò ÷òî èçâåñòíî â ýòîì íàïðàâ-
ëåíèè:

•

(2) ζ(2) = 1 +
1

4
+

1

9
+ . . .+

1

n2
+ . . . =

π2

6
.

Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ζ(2) èçâåñòíà êàê ïðîáëåìà Áàçåëÿ. Îíà áûëà ðåøåíà
Ýéëåðîì â 1935-ì ãîäó. Âïðî÷åì, åãî äîêàçàòåëüñòâî áûëî íåñòðîãèì.
Ìû ïðèâåäåì äâà äîêàçàòåëüñòâà â ïàðàãðàôå 1.3 (îäíî èç íèõ ñòðîãîå).
• ζ(4) = π4/90.
• Âîîáùå

(3) ζ(2n) = (−1)n+1B2n(2π)2n

2(2n)!
,

1
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ãäå B2n � ÷èñëî Áåðíóëëè ñ íîìåðîì 2n. ×èñëà Áåðíóëëè îïðåäåëÿþòñÿ
ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

(4)
∞∑
n=0

Bn
tn

n!
=

t

et − 1
.

Ìû ïðèâåäåì íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà â ðàçäåëå 1.3.
• Òî÷íûå ôîðìóëû äëÿ çíà÷åíèé ζ â íå÷åòíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ íåèç-
âåñòíû. Îäíàêî Àïåðè äîêàçàë â 1978 ãîäó, ÷òî ζ(3) èððàöèîíàëüíî.
• Â 2001 ãîäó Âàäèì Çóäèëèí äîêàçàë, ÷òî ñðåäè ÷èñåë ζ(2n+1) áåñêîíå÷íî
ìíîãî èððàöèîíàëüíûõ.
• Îí òàêæå äîêàçàë, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë ζ(5), ζ(7), ζ(9), ζ(11) èð-
ðàöèîíàëüíî.

1.2. Ïðîèçâåäåíèå Ýéëåðà. Èñêëþ÷èòåëüíàÿ âàæíîñòü Äçåòà-ôóíêöèè Ðè-
ìàíà äëÿ òåîðèè ÷èñåë âî ìíîãîì ñâÿçàíà ñ åå ðàçëîæåíèåì â áåñêîíå÷íîå ïðî-
èçâåäåíèå (5), ê êîòîðîìó ìû ïåðåõîäèì. Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü ýòîé
áðîøþðû ïîñâÿùåíà îáîáùåíèÿì è ïðèìåíåíèÿì òàêèõ ðàçëîæåíèé.
Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèé. Ïóñòü an � áåñêîíå÷íàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ïî àíàëîãèè ñ ñóììîé ðÿäà, ìîæíî îïðåäåëèòü áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå. Äëÿ
ýòîãî ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn = a1a2 . . . an. Áåñêîíå÷íûì ïðîèçâåäå-
íèåì

∞∏
n=1

an

íàçûâàåòñÿ limn→∞ bn. Ãîâîðÿò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ñõîäèòñÿ, åñëè ýòîò ïðåäåë
êîíå÷åí è îòëè÷åí îò íóëÿ.

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòå
∞∏
n=2

(
1− 1

n

)
è

∞∏
n=2

(
1− 1

n2

)
.

Ñâÿçü Äçåòà-ôóíêöèè ñ òåîðèåé ÷èñåë îñíîâàíà íà ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

Òåîðåìà 2 (Ïðîèçâåäåíèå Ýéëåðà).

(5) ζ(s) =
∏
p

(
1− 1

ps

)−1

,

ãäå ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì ïðîñòûì ÷èñëàì. Áîëåå òîãî, ëåâàÿ ÷àñòü
ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü.

Â ÷àñòíîñòè, âçÿâ s = 1, ïîëó÷èì

(6)

(
1− 1

2

)(
1− 1

3

)(
1− 1

5

)
. . .

(
1− 1

p

)
. . . = 0.
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Ñëåäñòâèå 2.1. Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ ÷èñåë.

Ñëåäñòâèå 2.2. Èìååì ∑ 1

p
=∞,

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ïðîñòûì ÷èñëàì.

Ýòîò ðåçóëüòàò êàæåòñÿ óäèâèòåëüíûì � âåäü ïðîñòûõ ÷èñåë òàê ìàëî!

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà C > 0, ÷òî äëÿ âñåõ n

(7)
∑
p<n

1

p
> C ln(lnn).

Çàìå÷àíèå 1. Îáîçíà÷èì ëåâóþ ÷àñòü (7) ÷åðåç an. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

lim
n→∞

an
ln(lnn)

= 1.

1.3. Çíà÷åíèÿ Äçåòà-ôóíêöèè â ÷åòíûõ ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñ-
ëàõ. Ñòàíäàðòíîå äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóë (2) è (3) îñíîâàíî íà çàìå÷àòåëüíîé
ôîðìóëå Âàëëèñà:

(8)
sinx

x
=
∞∏
n=1

(
1− x2

π2n2

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî Ýéëåðà âûãëÿäåëî ñëåäóþùèì îáðàçîì: Ïóñòü p(x) � ìíîãî-
÷ëåí ñòåïåíè n, èìåþùèé n ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ êîðíåé x1, . . . , xn. Òîãäà ìû
ìîæåì çàïèñàòü:

(9)

p(x) = a(x− x1) . . . (x− xn) = (ax1 . . . xn)

(
1− x

x1

)(
1− x

x2

)
. . .

(
1− x

xn

)
=

= p(0)

(
1− x

x1

)(
1− x

x2

)
. . .

(
1− x

xn

)
.

Ïðèìåíèì ýòó ôîðìóëó ê �ìíîãî÷ëåíó� sinx/x (êîòîðûé ìû ïðîäîëæèì â íîëü
ïî íåïðåðûâíîñòè). Çàìå÷àÿ, ÷òî åãî êîðíè � ýòî öåëûå êðàòíûå π, à çíà÷åíèå
â íóëå ðàâíî åäèíèöå, ïîëó÷èì

sinx

x
=
∏
n>0

(
1− x

πn

)(
1 +

x

πn

)
=
∏
n>0

(
1− x2

π2n2

)
.

Êîíå÷íî, sinx/x � íå ìíîãî÷ëåí, òåì íå ìåíåå ýòîìó äîêàçàòåëüñòâó ìîæíî
ïðèäàòü ñìûñë, åñëè èñïîëüçîâàòü êîìïëåêñíûé àíàëèç. Ìû äàäèì íàáðîñîê
äîêàçàòåëüñòâà â ïðèëîæåíèè...
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Òåïåðü äîêàæåì ôîðìóëó (2). Ðàçëîæèì îáå ÷àñòè ôîðìóëû Âàëëèñà ñ ðÿä
Òåéëîðà ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ìàëûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ x2. Èìååì

1− x2

6
+ . . . = 1−

(
∞∑
n=1

1

π2n2

)
x2 + . . .

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè x2, ïîëó÷àåì:

−1

6
= −

∞∑
n=1

1

π2n2
,

îòêóäà è ñëåäóåò èñêîìàÿ ôîðìóëà. Ìû ïðèâåäåì ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî
ôîðìóëû (2) ÷óòü íèæå.

Çàäà÷à 5. Âûâåäèòå ôîðìóëó (3) èç ôîðìóëû Âàëëèñà. (Óêàçàíèå:

(ln(sinx))′ = cotx = i+
2i

e2ix − 1
,

ãäå i =
√
−1.)

Çàäà÷à 6. Âû÷èñëèòå B0, B1, B2, B4, B6. Äîêàæèòå, ÷òî B2k+1 = 0 ïðè k ≥ 1.

Îêàçûâàåòñÿ ÷èñëà Áåðíóëëè âîçíèêàþò èç ñëåäóþùåé åñòåñòâåííîé çàäà÷è.
Ïðè k ≥ 0 îïðåäåëèì

Sk(n) = 1k + 2k + . . .+ nk.

Íàïðèìåð, S0(n) = n, S1(n) = n(n+ 1)/2, S2(n) = n(n+ 1)(2n+ 1)/6. Âîçíèêàåò
ãèïîòåçà, ÷òî Sk(n) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k + 1 îò n. Îòâåò äàåòñÿ ñëåäóþùåé
çàäà÷åé.

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî

Sk(n) =
1

k + 1

k∑
j=0

(−1)j
(
k + 1

j

)
Bjn

k+1−j.

(Óêàçàíèå: Âû÷èñëèòå
∑∞

k=0 Sk(n) t
k

k!
.)

À òåïåðü ìû ïðèâåäåì ñòðîãîå ðåøåíèå ïðîáëåìû Áàçåëÿ

Òåîðåìà 3.
∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì íå÷åòíîå ÷èñëî n = 2m+1. Ïîëîæèì ar = πr/n,
ãäå 1 ≤ r ≤ m. ßñíî, ÷òî

(10) Sm =
m∑
r=1

1

a2
r

=
n2

π2

m∑
r=1

1

r

2

.
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Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî Sm/(2m+ 1)2 ñòðåìèòñÿ ê 1/6, êîãäà m ñòðå-
ìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Çàìåòèì, ÷òî

sin ar < ar < tan ar

(ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà íà èíòåðâàëå (0; π/2)). Ïîýòîìó

(11) xr <
1

a2
r

< yr,

ãäå xr =
cos2 ar
sin2 ar

, yr =
1

sin2 ar
. Ïîëîæèì Xm =

∑m
r=1 xr, Ym =

∑m
r=1 yr, èìååì

Xm < Sm < Ym.

Çàìåòèì, ÷òî yr − xr = 1, ïîýòîìó Ym −Xm = m. Ìû äîêàæåì, ÷òî

(12) Xm =
m(2m− 1)

3
.

Òîãäà

lim
r→∞

Xm

(2m+ 1)2
= lim

r→∞

Ym
(2m+ 1)2

=
1

6

è íàøå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïðèíöèïà äâóõ ìèëèöèîíåðîâ. Èòàê, îñòàëîñü
äîêàçàòü (12). Èìååì

sinnx = Im(cosx+ i sinx)n =

(
n

1

)
sinx cosn−1 x−

(
n

3

)
sin3 x cosn−3 x+ . . .

Äåëÿ íà sinn x, ïîëó÷èì

sinnx

sinn x
=

(
n

1

)
cotn−1 x−

(
n

3

)
cotn−3 x+ . . . = pm(cot2 x),

ãäå pm � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m. ßñíî, ÷òî pm(xr) = 0. Çíà÷èò,
x1, . . . , xm � â òî÷íîñòè êîðíè ìíîãî÷ëåíà pm. Ïî òåîðåìå Âèåòà èõ ñóììà ðàâíà(
n
3

)/ (
n
1

)
, ÷òî ñîâïàäàåò ñ (12). �

1.4. Âåðîÿòíîñòü âûáîðà âçàèìíî-ïðîñòûõ ÷èñåë. Ïóñòü èç îòðåçêà [1;N ]
ñëó÷àéíî âûáèðàþòñÿ k öåëûõ ÷èñåë. Îáîçíà÷èì ÷åðåç pk(N) âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ýòè ÷èñëà âçàèìíî ïðîñòû â ñîâîêóïíîñòè. Èíûìè ñëîâàìè, ïóñòü Pk(N)
åñòü ÷èñëî íàáîðîâ èç k âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë, ëåæàùèõ íà ýòîì îòðåçêå. Òî-
ãäà pk(N) = Pk(N)/Nk. ×èñëî pk = limN→∞ pk(N) åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü âåðîÿò-
íîñòüþ òîãî, ÷òî k ñëó÷àéíî âûáðàííûõ ÷èñåë âçàèìíî ïðîñòû â ñîâîêóïíîñòè

Òåîðåìà 4.
pk = ζ(k)−1.

Ñëåäñòâèå 4.1. Äâà ñëó÷àéíî âûáðàííûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà âçàèìíî ïðîñòû
ñ âåðîÿòíîñòüþ 6/π2.
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Çàìå÷àíèå 2. Èìååòñÿ ñëåäóþùåå ðàññóæäåíèå, êîòîðîå, âïðî÷åì, ìû íå óìååì
äåëàòü ñòðîãèì: âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî k ñëó÷àéíûõ ÷èñåë íå âñå äåëÿòñÿ íà
äâà ðàâíà 1 − 2−k. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íå âñå ÷èñëà äåëÿòñÿ íà òðè ðàâíà
1 − 3−k. Ýòè ñîáûòèÿ íåçàâèñèìû â ñèëó êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ, òàê
÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íå âñå ÷èñëà äåëÿòñÿ íà äâà È íå âñå ÷èñëà äåëÿòñÿ íà
òðè ðàâíà (1− 2−k)(1− 3−k). Ïðîäîëæàÿ â òîì æå äóõå, âèäèì ÷òî âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ÷èñëà íå äåëÿòñÿ âñå íè íà îäíî ïðîñòîå, ìåíüøåå N , ðàâíà∏

p<N

(
1− 1

ps

)
è â ïðåäåëå ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. Ê ñîæàëåíèþ, âûáîð ñëó÷àé-
íîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íå èìååò ñòðîãî ñìûñëà.

Çàäà÷à 8. Íàéäèòå òàêóþ ôóíêöèþ µ : Z→ Z, ÷òî∏
p

(
1− 1

ps

)
=
∞∑
n=1

µ(n)

ns
.

1.5. Ãèïîòåçà Ðèìàíà. Íåâîçìîæíî ãîâîðèòü î Äçåòà-ôóíêöèè è íå óïîìÿ-
íóòü î ãèïîòåçå Ðèìàíà. Íî äëÿ ýòîãî íóæíî ñíà÷àëà ïðîäîëæèòü Äçåòà-ôóíêöèþ
çà ïðåäåëû åå îáëàñòè ñõîäèìîñòè. Ñíà÷àëà, ìû âûéäåì â êîìïëåêñíóþ îáëàñòü

Çàäà÷à 9. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä (1) ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ êîìïëåêñíûõ s èç ïîëó-
ïëîñêîñòè Re s > 1.

1.5.1. Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå.

Ðàçìèíêà 1. Ïîëîæèì

f(x) = 1 + x+ x2 + . . .+ xn + . . .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî f(x) îïðåäåëåíà ëèøü ïðè |x| < 1. Îäíàêî, åñëè äîãàäàòü-
ñÿ, ÷òî f(x) = 1/1 − x, òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ýòó ôîðìóëó äëÿ ïðîäîëæåíèÿ
f(x) íà C \ {1}.

Ýòî ïðîäîëæåíèå ÿâëÿåòñÿ �åñòåñòâåííûì�. Ïîïûòàåìñÿ ïðèäàòü òî÷íûé ñìûñë
ýòèì ñëîâàì.
Ïóñòü U ⊂ C � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. f : U → C � ôóíêöèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî

f íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé èëè ãîëîìîðôíîé â òî÷êå z ∈ U , åñëè îíà ìîæåò
áûòü ðàçëîæåíà â ðÿä â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Èíûìè ñëîâàìè,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå r > 0 è òàêèå ÷èñëà an ∈ C, ÷òî

(13) f(w) =
∞∑
n=0

an(w − z)n ïðè |w − z| < r.

Àíàëîãè÷íîå îïðåäåëåíèå ìîæíî äàòü äëÿ ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåí-
íîãî. Â äåéñòâèòåëüíîì ñëó÷àå, êàæäàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ áåñêîíå÷íî
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äèôôåðåíöèðóåìà (òî åñòü èìååò ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ), íî áûâàþò íå
àíàëèòè÷åñêèå áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè. Â êîìïëåêñíîì ñëó-
÷àå ñèòóàöèÿ ðàçèòåëüíî îòëè÷àåòñÿ:

Ôàêò 1. Ïóñòü f : U → C äèôôåðåíöèðóåìà íà U , òî åñòü â êàæäîé òî÷êå
z ∈ U ñóùåñòâóåò ïðåäåë limw→z

f(w)−f(z)
w−z . Òîãäà f èìååò ïðîèçâîäíûå âñåõ

ïîðÿäêîâ íà U è ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé.

Èòàê, ïóñòü ôóíêöèÿ f àíàëèòè÷íà â U . Âîçüìåì z ∈ U è ðàçëîæèì f â ðÿä
â îêðåñòíîñòè z. Ïóñòü ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ â êðóãå {|w − z| < R}. Ìîæåò òàê
îêàçàòüñÿ, ÷òî ýòîò êðóã íå ñîäåðæèòñÿ â U ! Òîãäà ìû ïðîäîëæèëè íàøó ôóíê-
öèþ íà áîëüøåå ìíîæåñòâî U ′. Ïðîäîëæàÿ â òîì æå äóõå, ìû, ïðè íåêîòîðîì
âåçåíèè, ïðîäîëæèì ôóíêöèþ íà äîñòàòî÷íî áîëüøîå ìíîæåñòâî. Íàïðèìåð,
íà C èëè íà C áåç íåñêîëüêèõ òî÷åê. Ðàçóìååòñÿ, òàê ïðîèñõîäèò íå âñåãäà. Íåò
íèêàêîãî ñïîñîáà ïðîäîëæèòü

√
z íà C áåç íåñêîëüêèõ òî÷åê. Òåì íå ìåíåå, åñëè

äëÿ f(z) òàêîå ïðîäîëæåíèå ñóùåñòâóåò, òî îíî åäèíñòâåííî â ñèëó ñëåäóþùåé
òåîðåìû:

Òåîðåìà. Ïóñòü f è g ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè íà ñâÿçíîì îòêðûòîì ìíîæå-
ñòâå U . Ïóñòü A = {z ∈ U : f(z) = g(z)}. Åñëè Ìíîæåñòâî A èìååò ïðåäåëü-
íóþ òî÷êó, òî ôóíêöèè f è g ñîâïàäàþò íà U .

Ìû äîêàæåì ýòó òåîðåìó â Ïðèëîæåíèè.

1.5.2. Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå Äçåòà-ôóíêöèè è ãèïîòåçà Ðèìàíà. Íåòðóä-
íî âèäåòü, ÷òî ζ(s) ãîëîìîðôíà ïðè Re s > 1 (ñì...). Îêàçûâàåòñÿ, åå ìîæíî ïðî-
äîëæèòü äî ôóíêöèè, ãîëîìîðôíîé âî âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ, êðîìå òî÷êè
1. Áîëåå òîãî, îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ ñâÿçü ìåæäó ζ(1− s) è ζ(s):

Ôàêò 2 (Ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ Äçåòà-ôóíêöèè).

ζ(1− s) =
2

(2π)s
sin

(
π(1− s)

2

)
Γ(s)ζ(s),

ãäå Γ(s) � Ãàììà-ôóíêöèÿ.

Çàäà÷à 10. Ïóñòü íàì óäàëîñü ïðîäîëæèòü Äçåòà-ôóíêöèþ äî ôóíêöèè, îïðå-
äåëåííîé ïðè Re s > 0 òàê, ÷òî ïðè 0 < Re s < 1 âûïîëíÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíîå
óðàâíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî Äçåòà-ôóíêöèþ ìîæíî ïðîäîëæèòü äî àíàëèòè÷å-
ñêîé ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé ïðè âñåõ s 6= 1.

Ïîïðîáóåì íàéòè âñå òî÷êè, ãäå ζ(s) = 0. Èç ïðîèçâåäåíèÿ Ýéëåðà ñëåäó-
åò, ÷òî ζ(s) 6= 0 ïðè Re s > 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå
ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè Re s < 0 èìååì

ζ(s) = 0⇐⇒ s ∈ {−2,−4,−6, . . . ,−2n, . . .}.
Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå. Óêàçàíèå: Γ(s) íå îáðàùàåòñÿ
â íîëü ïðè Re s > 0.
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Îñòàëîñü âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ s â ïîëîñå 0 < Re s < 1 Äçåòà-ôóíêöèÿ îáðà-
ùàåòñÿ â íîëü. . .
Ãèïîòåçà Ðèìàíà. Äçåòà-ôóíêöèÿ íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íèãäå, êðîìå òî÷åê
−2, −4, −6,. . . è íåêîòîðûõ òî÷åê íà ïðÿìîé Re s = 1/2.

2. Çàíÿòèå 2. Äçåòà-ôóíêöèÿ êîëüöà ãàóññîâûõ ÷èñåë è

ïðåäñòàâëåíèÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà â âèäå ñóììû äâóõ

êâàäðàòîâ

Íà ýòîì çàíÿòèè ìû áóäåì èçó÷àòü ñëåäóþùèé âîïðîñ: äàíî íàòóðàëüíîå
÷èñëî n, ìîæíî ëè åãî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ. Åñëè ìîæíî,
òî ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè?

2.1. Ãàóññîâû ÷èñëà.

Ðàçìèíêà 2. ×èñëî n ∈ Z ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå x2 − y2, ãäå x, y ∈ Z, åñëè
è òîëüêî åñëè n 6= 4k + 2.

Ìû âèäèì, ÷òî ïðåäûäóùåå äèîôàíòîâî óðàâíåíèå ðåøèëîñü ïðîñòî, ïîòîìó
÷òî x2− y2 ìîæíî ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè. x2 + y2 òîæå ìîæíî ðàçëîæèòü íà
ìíîæèòåëè, íî ïðèäåòñÿ èñïîëüçîâàòü êîìïëåêñíûå ÷èñëà:

x2 + y2 = (x+ iy)(x− iy).

Îïðåäåëåíèå 2.

(14) Z[i] = {a+ bi|a, b ∈ Z}
íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ãàóññîâûõ ÷èñåë.

Ìû âèäèì, ÷òî àáñòðàêòíàÿ àëãåáðà ïîÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì èç
�êëàññè÷åñêîé� çàäà÷è.

Çàäà÷à 12. Äîêàæèòå, ÷òî Z[i] � ïîäêîëüöî â C, à Q[i] = {a + bi|a, b ∈ Q} �
ïîäïîëå â C.

Îïðåäåëèì íîðìó ãàóññîâà ÷èñëà α = x+ iy:

(15) Nα = x2 + y2 = |α|2 = αᾱ.

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ïîêàçûâàåò, ÷òî N(αβ) = NαNβ. ßñíî, ÷òî öåëîå ÷èñëî
ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ åñëè è òîëüêî åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ
íîðìîé íåêîòîðîãî ãàóññîâà ÷èñëà.
Ñîãëàøåíèå. Ãðå÷åñêèå áóêâû áóäóò îáîçíà÷àòü ãàóññîâû ÷èñëà, à ëàòèí-

ñêèå � öåëûå ÷èñëà.

Ñëåäñòâèå 4.2. Åñëè ÷èñëà m è n ïðåäñòàâèìû â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ,
òî è mn ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ.

Çàäà÷à 13. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ, íå èñïîëüçóÿ ãàóññîâû ÷èñëà.
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Ïðîñòûå öåëûå ÷èñëà � ýòî ÷èñëà, êîòîðûå äåëÿòñÿ òîëüêî íà 1 è íà −1. ×òî
ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì 1 è −1 â Ãàóññîâûõ ÷èñëàõ? Äàäèì îáùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 3. Ýëåìåíò ε êîëüöà A íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì, åñëè íàéäåòñÿ
òàêîé ýëåìåíò ε′, ÷òî εε′ = 1.

Ëåììà 1. ε ∈ Z[i] îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Nε = 1.

Ñëåäñòâèå 4.3. Îáðàòèìûå ýëåìåíòû êîëüöà Z[i] ñóòü 1, −1, i è −i.

Çàäà÷à 14. Ïóñòü D ∈ Z, Z[
√
D] = {a+ b

√
D|a, b ∈ Z}. Íàéäèòå âñå îáðàòèìûå

ýëåìåíòû â Z[
√
D] ïðè D < 0.

Çàìå÷àíèå 3. Åñëè D > 0 íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì, òî îáðàòèìûå ýëå-
ìåíòû êîëüöà Z[

√
D] îáðàçóþò ãðóïïó, èçîìîðôíóþ Z.

Íàçîâåì π ∈ Z[i] ðàçëîæèìûì, åñëè π = βγ, ãäå β è γ íåîáðàòèìû. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå íàçîâåì ýëåìåíò íåðàçëîæèìûì. Íàçîâåì ýëåìåíòû α è β àññî-
öèèðîâàííûìè, åñëè α = εβ, ãäå ε � îáðàòèì.

Çàäà÷à 15. Îòíîøåíèå àññîöèèðîâàííîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíò-
íîñòè.

Òåîðåìà 5. Êàæäîå íåíóëåâîå ãàóññîâî ÷èñëî ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ íåðàçëîæèìûõ. Òàêîå ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî
ïåðåñòàíîâêè ìíîæèòåëåé è çàìåíû íåðàçëîæèìûõ íà àññîöèèðîâàííûå.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó äëÿ öåëûõ ÷èñåë, à èìåííî, íóæ-
íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì:

Çàäà÷à 16 (Òåîðåìà î äåëåíèè ñ îñòàòêîì). Ïóñòü äàíû α è β 6= 0. Òîãäà
íàéäóòñÿ òàêèå ν è ρ, ÷òî α = νβ + ρ è Nρ < Nβ.

Çàäà÷à∗ 17. Äîêàæèòå òåîðåìó îá îäíîçíà÷íîñòè ðàçëîæåíèÿ.

Ïðåäîñòåðåæåíèå. Òåîðåìà îá îäíîçíà÷íîñòè ðàçëîæåíèÿ ÷àùå íåâåðíà,
÷åì âåðíà. Íàïðèìåð, â Z[

√
−5]: 21 = 3 · 7 = (1 + 2

√
−5)(1− 2

√
−5).

Çàäà÷à 18. Äîêàæèòå, ÷òî 3, 7, 1 + 2
√
−5 è 1− 2

√
−5 íåðàçëîæèìû â Z[

√
−5].

Íàøà ñëåäóþùàÿ öåëü, îïèñàòü âñå íåðàçëîæèìûå ãàóññîâû ÷èñëà.

Ïðåäëîæåíèå 1. (1) Äëÿ ëþáîãî α íàéäåòñÿ öåëîå ÷èñëî a òàêîå, ÷òî
α|a.

(2) Äëÿ ëþáîãî íåðàçëîæèìîãî π íàéäåòñÿ ïðîñòîå öåëîå ÷èñëî p òàêîå,
÷òî π|p. Â ýòîì ñëó÷àå Nπ = p èëè Nπ = p2. (Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò,
÷òî π ëåæèò íàä p.)

(3) Îáðàòíî, ïóñòü p � ïðîñòîå öåëîå ÷èñëî. Åñëè p íå ÿâëÿåòñÿ íîðìîé
ãàóññîâî ÷èñëà, òî p íåðàçëîæèìî, êàê ãàóññîâî ÷èñëî. Åñëè p = Nπ,
òî p = ππ̄ � ðàçëîæåíèå p íà íåðàçëîæèìûå ãàóññîâû ÷èñëà.
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Èòàê, îñòàëîñü âûÿñíèòü, êàêèå ïðîñòûå öåëûå ðàçëîæèìû â Z[i], à êàêèå
íåò. Íà ñàìîì äåëå, íóæíî åùå âûÿñíèòü, íå ìîæåò ëè áûòü òàê, ÷òî π è π̄
àññîöèèðîâàíû.

Ïðåäëîæåíèå 2. 2 = (1 + i)(1− i) = −i(1 + i)2. Ïóñòü p > 2 è p = ππ̄, òîãäà
π è π̄ íå àññîöèèðîâàíû.

Ïðåäëîæåíèå 3. p ðàçëîæèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p = 4k + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p íåðàçëîæèìî è p = 4k + 1. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå m,

÷òî p|m2 + 1
(
íàïðèìåð, íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî âçÿòü m =

(
p− 1

2

)
!
)
.

Íî òîãäà p|(m+ i)(m− i). Áóäó÷è íåðàçëîæèìûì, p äåëèò m+ i èëè m− i. Íî
òîãäà p|1.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî (

p− 1

2

)2

≡ −1 (mod p).

Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî (p − 1)! ≡ −1 (mod p). Äåéñòâèòåëüíî, îñòàòêè ïî ìî-
äóëþ p, îòëè÷íûå îò −1 ≡ p − 1, ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû îáðàòíûõ, ïîýòîì èõ
ïðîèçâåäåíèå ðàâíî −1. Íî ìû ìîæåì çàïèñàòü

(p− 1)! ≡
(
p− 1

2

)
!(−1)(−2) . . .

(
−p− 1

2

)
.

Òàê êàê p ≡ 1( (mod 4)), ëåâàÿ ÷àñòü ñðàâíèìà ñ ((p− 1)/2)! ïî ìîäóëþ p. �

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò âñå íåðàçëîæèìûå ãàóññîâû ÷èñëà.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî.

• Åñëè p = 2, òî 1 + i åäèíñòâåííîå íåðàçëîæèìîå, ëåæàùåå íàä p, c
òî÷íîñòüþ äî àññîöèèðîâàííîñòè, ïðè÷åì 2 = (1 + i)(−i(1 + i)). Êðîìå
òîãî, N(1 + i) = 2.
• Åñëè p ≡ 3 (mod 4), òî p � åäèíñòâåííîå íåðàçëîæèìîå ãàóññîâî ÷èñëî,
ëåæàùåå íàä p, ïðè÷åì Np = p2.
• Åñëè p ≡ 1 (mod 4), òî íàéäåòñÿ òàêîå π, ÷òî p = ππ̄. Ïðè ýòîì, ñ
òî÷íîñòüþ äî àññîöèèðîâàííîñòè, íàä p ëåæèò ðîâíî äâà íåðàçëîæè-
ìûõ: π è π̄. Èìååì Nπ = Nπ̄ = p.

Çàäà÷à 19. Ïóñòü n = pk11 . . . pkll ðàçëîæåíèå ÷èñëà n íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.
n ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ
êàæäîãî pi, òàêîãî, ÷òî pi ≡ 3 (mod 4), ki ÷åòíî.
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2.2. Äçåòà-ôóíêöèÿ ãàóññîâûõ ÷èñåë. Âåðíåìñÿ ê Äçåòà-ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 4.

(16) ζZ[i](s) =
1

4

∑
α∈Z[i],α 6=0

1

Nαs
.

ßñíî, ÷òî

(17) ζZ[i](s) =
∑

(a,b)6=(0,0)

1

(a2 + b2)s
.

Ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ζZ[i](s) â âèäå ðÿäà Äèðèõëå

(18)
∞∑
n=1

qn
ns
,

ãäå qn � ÷èñëî ïðåäñòàâëåíèé n â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ äâóõ íåîòðèöàòåëüíûõ
÷èñåë. Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè s > 1.

Òåîðåìà 7.

(19) ζZ[i](s) =
∏
π

(
1− 1

Nπs

)−1

,

ãäå â ïðîèçâåäåíèè ó÷àñòâóåò ïî îäíîìó íåðàçëîæèìîìó èç êàæäîãî êëàññà
àññîöèèðîâàííîñòè.

Äëÿ p ≡ 1 (mod 4) îáîçíà÷èì ÷åðåç πp êàêîå-íèáóäü ãàóññîâî ÷èñëî ñ íîðìîé
p. Èìååì

(20) ζZ[i](s) =(
1− 1

N(1 + i)s

)−1 ∏
p≡1 (mod 4)

(
1− 1

Nπsp

)−1(
1− 1

Nπ̄sp

)−1 ∏
p≡3 (mod 4)

(
1− 1

Nps

)−1

=

(
1− 1

2s

)−1 ∏
p≡1 (mod 4)

(
1− 1

ps

)−2 ∏
p≡3 (mod 4)

(
1− 1

p2s

)−1

=

ζ(s)
∏

p≡1 (mod 4)

(
1− 1

ps

)−1 ∏
p≡3 (mod 4)

(
1 +

1

ps

)−1

.

Îïðåäåëèì χ : Z → {−1, 0, 1} òàê: χ(2k) = 0, χ(4k + 1) = 1, χ(4k + 3) = −1.
Îïðåäåëèì L-ôóíêöèþ:

(21) L(s, χ) =
∞∑
n=1

χ(n)

ns
.
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2.2.1. L-ôóíêöèè Äèðèõëå. Ñäåëàåì íåáîëüøîå îòñòóïëåíèå. Ïóñòü χ : Z →
C � ôóíêöèÿ, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

(22) χ(mn) = χ(m)χ(n) äëÿ ëþáûõ m è n.

Îáîçíà÷èì ðÿä Äèðèõëå
∑ χ(n)

ns
÷åðåç L(s, χ)

Çàäà÷à 20. Ïðèäóìàéòå àíàëîã ïðîèçâåäåíèÿ Ýéëåðà äëÿ ðÿäà Äèðèõëå L(s, χ).
À ÷òî ìîæíî ñêàçàòü, åñëè ñâîéñòâî (22) âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ âçàèìíî-
ïðîñòûõ m è n?

Çàìå÷àíèå 4. Ïóñòü ôóíêöèÿ χ îáëàäàåò ñâîéñòâîì (22) è åùå ñëåäóþùèì ñâîé-
ñòâîì: ñóùåñòâóåò N òàêîå, ÷òî χ(n) = χ(n + N) ïðè âñåõ n è χ(n) 6= 0 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà n è N âçàèìíî-ïðîñòû. Òîãäà χ íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðîì
Äèðèõëå, à L(s, χ) íàçûâàåòñÿ L-ôóíêöèåé Äèðèõëå.

2.2.2. Îêîí÷àíèå âûâîäà ôîðìóëû äëÿ ÷èñëà ïðåäñòàâëåíèé â âèäå ñóììû êâàä-
ðàòîâ. Èç ýòîé çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî

L(s, χ) =
∏
p

(
1− χ(p)

ps

)−1

.

Èòàê

ζZ[i](s) = ζ(s)L(s, χ) =
∞∑
n=1

∑
d|n χ(d)

ns
.

Ñëåäñòâèå 7.1. ×èñëî ïðåäñòàâëåíèé n â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ äâóõ íåîò-
ðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë ðàâíî ðàçíîñòè ÷èñëà ïîëîæèòåëüíûõ äåëèòåëåé
âèäà 4k + 1 è ÷èñëà äåëèòåëåé âèäà 4k + 3.

2.3. Îáîáùåíèå. Âñå âûøåñêàçàííîå âåðíî (ñ ìèíèìàëüíûìè èçìåíåíèÿìè)
äëÿ Z[

√
−D], åñëè âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà îá îäíîçíà÷íîì ðàçëîæåíèè. Ê ñîæà-

ëåíèþ, âûïîëíÿåòñÿ îíà ðåäêî (äëÿ ïîëîæèòåëüíîãîD òîëüêî ïðèD = 1, 2, 67.)

Çàäà÷à∗ 21. Äîêàæèòå, ÷òî Z[
√
−2] îáëàäàåò îäíîçíà÷íîñòüþ ðàçëîæåíèÿ è

âûÿñíèòå êàêèå ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå a2 + 2b2.

Íà ñëåäóþùåì çàíÿòèè ìû îáúÿñíèì, ÷òî âñåãäà èìååòñÿ íåêîòîðûé àíàëîã
îäíîçíà÷íîñòè ðàçëîæåíèÿ. Íî ñíà÷àëà ìû õîòèì ðàñøèðèòü êëàññ êîëåö, ñ
êîòîðûìè ìû ðàáîòàåì.

3. Çàíÿòèå 3. Äçåòà-ôóíêöèÿ Äåäåêèíäà, ëîêàëüíàÿ

Äçåòà-ôóíêöèÿ

Íà ýòîì çàíÿòèè ìû áóäåì èçó÷àòü îáîáùåíèÿ Äçåòà-ôóíêöèè êîëüöà ãàóñ-
ñîâûõ ÷èñåë íà äðóãèå êâàäðàòè÷íûå êîëüöà è áîëåå îáùèå ÷èñëîâûå ïîëÿ. Â
êîíöå çàíÿòèÿ ìû çàéìåìñÿ îáîáùåíèåì íà âûñøèå ðàçìåðíîñòè.
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3.1. Öåëîçàìêíóòûå ÷èñëîâûå êîëüöà. Îäíîçíà÷íîñòü ðàçëîæåíèÿ. Ìû
áóäåì èçó÷àòü ñëåäóþùèé êëàññ êîëåö:

Îïðåäåëåíèå 5. A ⊂ Z̄ íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâûì êîëüöîì, åñëè îíî ïîðîæäàåòñÿ
êîíå÷íûì ÷èñëîì öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.

Ïðèìåðû: Z[
√
D], Z[e

2πi
n ], Z[ 3

√
2].

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå òåõíè÷åñêîå óñëîâèå íà A. Ðàññìîòðèì ïîëå
÷àñòíûõ QA = {a/b|a, b ∈ A}. ßñíî, ÷òî QA ïîäïîëå â Q. Êîëüöî A íàçûâàåòñÿ
öåëîçàìêíóòûì, åñëè QA∩ Z̄ = A. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî A öåëîçàìêíó-
òî.

Ïðèìåð 1. Êîëüöî Z[
√
−3] íå öåëîçàìêíóòî.

Çàìå÷àíèå 5. Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, öåëîçàìêíóòîñòü � ýòî ñâîéñòâî,
ïîõîæåå íà ãëàäêîñòü (òî÷íåå áîëåå ñëàáîå). Åñëè A íå öåëîçàìêíóòî, òî ìîæíî
çàìåíèòü åãî íà QA ∩ Z̄, êîòîðîå óæå îáÿçàòåëüíî áóäåò öåëîçàìêíóòûì.
Çàäà÷à 22. Ïóñòü A ⊂ Z̄ ïîðîæäåíî êîíå÷íûì ÷èñëîì öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
÷èñåë, è â A âûïîëíÿåòñÿ îäíîçíà÷íîñòü ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè. Òîãäà A
öåëîçàìêíóòî.

Çàäà÷à 23. Ïðè êàêèõ D Z[
√
D] öåëîçàìêíóòî?

Âåðíåìñÿ ê èäåàëàì.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü A êîëüöî (àññîöèàòèâíîå, êîììóòàòèâíîå ñ åäèíèöåé),
òîãäà a ⊂ A íàçûâàåòñÿ èäåàëîì, åñëè äëÿ ëþáûõ a, b ∈ a èìååì a+ b ∈ a è äëÿ
ëþáûõ a ∈ a, b ∈ A èìååì ab ∈ a.

Çàäà÷à 24. Äëÿ ëþáîãî a ∈ A ìíîæåñòâî (a) = aA = {ab|b ∈ A} ÿâëÿåòñÿ
èäåàëîì. (Òàêîé èäåàë íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì.)

Öåëîñòíîå êîëüöî, â êîòîðîì âñå èäåàëû ãëàâíûå, íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ãëàâ-
íûõ èäåàëîâ.

Çàäà÷à 25. Z, Z[i], k[x] îáëàñòè ãëàâíûõ èäåàëîâ. (Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå ýëå-
ìåíò èäåàëà ñ íàèìåíüøåé íîðìîé.)

Çàäà÷à∗ 26. Äîêàæèòå, ÷òî â îáëàñòè ãëàâíûõ èäåàëîâ êàæäûé íåíóëåâîé ýëå-
ìåíò ðàçëàãàåòñÿ íà ìíîæèòåëè îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû íà àññîöè-
èðîâàííûå.

Çàäà÷à 27. (a) = A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a îáðàòèì. (a) = (b) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà a è b àññîöèèðîâàíû. (a) ⊃ (b) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
a äåëèò b.

Äëÿ èäåàëîâ a è b îïðåäåëèì èäåàë ab = {a1b1 + . . . + akbk|ai ∈ a, bi ∈ b}.
ßñíî, ÷òî (a)(b) = (ab). Çàìåòèì, ÷òî a ⊃ ab.
Íàïîìíèì, ÷òî èäåàë p 6= A ïðîñò, åñëè ab ∈ p âëå÷åò a ∈ p èëè b ∈ p. ßñíî,

÷òî (p) ∈ Z ïðîñò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p ïðîñòîå ÷èñëî.
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Ôàêò 3. Êàæäûé íåíóëåâîé èäåàë â A îäíîçíà÷íî ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå
ïðîñòûõ. Èäåàë p íåðàçëîæèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ïðîñò. Èäåàë
a äåëèò èäåàë b, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a ⊃ b.

Çàäà÷à 28. Äîêàæèòå ýòîò ôàêò äëÿ Z è Z[i]. Óêàçàíèå: çàìåíà a íà àññîöèè-
ðîâàííûé íå ìåíÿåò (a).

Çàäà÷à 29. Â Z[
√
−5] èìååì (3) = (3, 1 + 2

√
−5)(3, 1− 2

√
−5).

Áóäåì ïèñàòü a ≡ b (mod a), åñëè a− b ∈ a. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A/a ìíîæåñòâî
êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì.

Ïðåäëîæåíèå 4. Åñëè a 6= (0), òî A/a êîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäûé íåíóëåâîé èäåàë ñîäåðæèò íåíóëåâîå öåëîå ÷èñëî.
�

×èñëî ýëåìåíòîâ â A/a íàçûâàåòñÿ íîðìîé èäåàëà. Îáîçíà÷åíèå Na.

Ôàêò 4. N(ab) = NaNb.

Çàäà÷à 30. Ïóñòü α ∈ Z[i], òîãäà N(α) = Nα. Óêàçàíèå: Èñïîëüçóéòå äâà
ïðåäûäóùèõ ôàêòà.

3.2. Èäåàëû, ëåæàùèå íàä ïðîñòûì ÷èñëîì p. Ìû õîòèì ïîëó÷èòü àíàëîã
òåîðåìû, îïèñûâàþùåé ïðîñòûå ãàóññîâû ÷èñëà â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè.

Ïðåäëîæåíèå 5. Êàæäûé íåíóëåâîé ïðîñòîé èäåàë ñîäåðæèò åäèíñòâåííîå
ïðîñòîå ÷èñëî p.

Ðàññìîòðèì ðåäóêöèþ ïî ìîäóëþ p � ôàêòîðêîëüöî A/pA. Íàïîìíè, ñì. Äî-
ïîëíåíèå), ÷òî Èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïðîñòûìè
èäåàëàìè â A, ëåæàùèìè íàä p, è ïðîñòûìè èäåàëàìè â A/pA è
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøå êîëüöî A ïîðîæäåíî åäèíñòâåííûì α ∈ Z̄. Òîãäà

A = Z[α] ≈ Z[x]/(g(x)), ãäå g(x) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí α.
Ïóñòü p � öåëîå ïðîñòîå ÷èñëî. Èìååì

A/pA = Z[x]/(p, g(x)) = Fp[x]/ḡ(x)Fp[x],

ãäå ḡ ðåäóêöèÿ g ïî ìîäóëþ p.
Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî èçî-

ìîðôèçìà ïîëå èç pn ýëåìåíòîâ. Áîëåå òîãî, ïóñòü F̄p ôèêñèðîâàííîå àëãåá-
ðàè÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ Fp, òîãäà F̄p ñîäåðæèò åäèíñòâåííîå ïîäïîëå èç pn

ýëåìåíòîâ, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Fpn , ïðè÷åì F̄p = ∪∞n=1Fpn . Êðîìå òîãî,
Fpn ⊂ Fpm òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n|m.
Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå g íà íåïðèâîäèìûå â Fp[x]:

(23) ḡ(x) = h1(x)h2(x) . . . hk(x).

Ãîâîðÿò, ÷òî A ðàçâåòâëåíî â p, åñëè ñðåäè ýòèõ ìíîæèòåëåé åñòü îäèíàêîâûå.
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Ëåììà 2. Ðàçëîæèì ḡ â ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé â F̄p[x]:

(24) ḡ(x) = (x− α1) . . . (x− αdeg g).

A ðàçâåòâëåíî â p åñëè è òîëüêî åñëè ñðåäè ýòèõ ìíîæèòåëåé åñòü îäèíàêî-
âûå.

Ïðåäëîæåíèå 6. A ðàçâåòâëåíî ëèøü â êîíå÷íîì ÷èñëå ïðîñòûõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì äëÿ g ñòåïåíè 2. Åñëè Z[x]/(x2 +bx+c) ðàçâåòâëåíî
â p, òî p|b2 − 4ac. �

Çàäà÷à 31. Â êàêèõ ïðîñòûõ ðàçâåòâëåíû Z[i], Z[
√
−D], Z[ 3

√
2]?

Ïóñòü A íå ðàçâåòâëåíî â p.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü deg hj = fj, òîãäà
(à)

A/pA ≈
k∏
j=1

Fpfj .

(b) Â A/pA ðîâíî k ïðîñòûõ èäåàëîâ:

pj =
∏
j 6=l

Fpfl ,

ïðè÷åì Nπ−1(pj) = pfj .

Ñëåäñòâèå 8.1. Ïóñòü q è p � ïðîñòûå ÷èñëà, q ≡ 3 (mod 4). Èäåàë (p) ðàç-
ëîæèì â Z[

√
−q] åñëè è òîëüêî åñëè óðàâíåíèå x2 = −q èìååò ðåøåíèå â Fp.

3.3. Äçåòà-ôóíêöèÿ. Îïðåäåëèì Äçåòà-ôóíêöèþ Äåäåêèíäà:

(25) ζA(s) =
∏
p

(
1− 1

Nps

)−1

,

ãäå ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ ïî íåíóëåâûì ïðîñòûì èäåàëàì. Èìååì

(26) ζA(s) =
∞∑
n=1

ann
s,

ãäå an � ÷èñëî èäåàëîâ ñ íîðìîé n.

Ïðåäëîæåíèå 7. Åñëè q ≡ 1 (mod 4), òî

ζZ[
√
−q](s) = ζ(s)L(s, χ),

ãäå ìóëüòèïëèêàòèâíûé õàðàêòåð χ : Z→ {−1, 0, 1} îïðåäåëåí òàê: χ(q) = 0,
χ(2) = 0, χ(p) = ±1 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, èìååò ëè ñðàâíåíèå x2 ≡ −q
(mod p) ðåøåíèå.

Çàäà÷à∗ 32. Âû÷èñëèòå ζZ[
√
D] â îáùåì ñëó÷àå.
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Ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü

ζA(s) =
∏
p

∏
p∈p

(
1− 1

Nps

)−1

=
∏
p

∏
j

(1− p−fj(p)s)−1.

ßñíî, ÷òî ìíîæèòåëü, ñîîòâåòñòâóþùèé p, � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ îò p−s,
êîòîðóþ ìû íàçîâåì ëîêàëüíîé Äçåòà-ôóíêöèåé:

ZA/pA(t) =
∏
j

(1− tfj)−1 =
∏
l

(1− tl)−l ,

ãäå l ÷èñëî ìíîãî÷ëåíîâ hj, èìåþùèõ ñòåïåíü l. Èíûìè ñëîâàìè:

(27) ζA(s) =
∏
p

ZA/pA(p−s).

3.4. Ëîêàëüíàÿ Äçåòà-ôóíêöèÿ. Âåðíåìñÿ ê ôèêñèðîâàííîìó p. Çàïèøåì

ḡ = (x− α1) . . . (x− αdeg g).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nk êîëè÷åñòâî αj, ëåæàùèõ â Fpk , òî åñòü ÷èñëî ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ g(x) = 0 â Fpk . (Íàïîìíèì, ÷òî F̄ = ∪kFpk .) Èìååì

Nk =
∑
l|k

lcl.

Ýòî ñëåäóåò èç òàêîãî óòâåðæäåíèÿ: Åñëè α � êîðåíü hj(x), òî Fp[α] = Fpdeg gj .
Ìû õîòèì âûðàçèòü ZA/pA(t) â òåðìèíàõ Nk. Ïóñòü YA/pA(t) =

∑∞
k=1 Nkt

k−1.

Ïðåäëîæåíèå 8.

ZA/pA(t) = exp

(∫
YA/pA(t)

)
= exp

(∑
k

Nk

k
tk

)
, YA/pA(t) = Z ′A/pA(t)/ZA/pA(t).

Çàäà÷à 33. Äîêàæèòå, ÷òî Z ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà Y ðàöèîíàëüíà, ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ íå ïðåâîñõîäèò ñòåïåíè çíàìåíàòåëÿ
è Y íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé è/èëè ïîëþñîâ.

4. Çàíÿòèå 4. Ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà êëàññîâ, �ãèïîòåçû� Âåéëÿ,

ãèïîòåçà Áåð÷à è Ñâèííåðòîí-Äàéåðà

Âñå íèæåñëåäóþùåå íàäî ïîíèìàòü â òàêîì êëþ÷å: Äçåòà-ôóíêöèÿ íåñåò èí-
ôîðìàöèþ î âàæíûõ èíâàðèàíòàõ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Îêà-
çûâàåòñÿ, íàïðèìåð, ÷òî èç Äçåòà-ôóíêöèè Äåäåêèíäà ìîæíî èçâëå÷ü èíòåðåñ-
íóþ èíôîðìàöèþ î ÷èñëîâîì ïîëå.
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4.1. Ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà êëàññîâ. Íàçîâåì èäåàëû a, b ⊂ A ýêâèâàëåíòíû-
ìè ïî ìîäóëþ ãëàâíûõ èäåàëîâ, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå a, b ∈ A\0, ÷òî (a)b = (b)a.
Îáîçíà÷èì ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ÷åðåç h. Îêàçûâàåòñÿ, h âñåãäà êî-
íå÷íî. Îíî íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì êëàññîâ êîëüöà A. Â ÷àñòíîñòè A � îáëàñòü
ãëàâíûõ èäåàëîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà h = 1.

Ôàêò 5. Äëÿ Z[
√
−q], ãäå q < 0 ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ è q 6≡ 3 (mod 4):

lim
s→1

(s− 1)ζZ[
√
−q](s) =

πh

w
√
q
,

ãäå w � ÷èñëî îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ.

Çàìåòèì, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò íåîïðåäåëåííîñòü òèïà 0 · ∞. Åå ïðåäåë
íàçûâàåòñÿ âû÷åòîì.

Çàäà÷à∗ 34. Äîêàæèòå ýòîò ôàêò.

Çàäà÷à 35. Âûâåäèòå èç ýòîãî ôàêòà, ÷òî ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè â Z[i] îä-
íîçíà÷íî. Óêàçàíèå: Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé L-ôóíêöèè L(1, χ) =
π/4.

4.2. Íàïîìèíàíèå. Íàïîìíèì íàø îñíîâíîé ðåçóëüòàò îá èäåàëàõ, ëåæàùèõ
íàä p.
Ïóñòü A = Z[α] ≈ Z[x]/(g(x)), ãäå g(x) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí α. Ïóñòü

p � öåëîå ïðîñòîå ÷èñëî. Èìååì

A/pA = Z[x]/(p, g(x)) = Fp[x]/ḡ(x)Fp[x],

ãäå ḡ ðåäóêöèÿ g ïî ìîäóëþ p. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå g íà íåïðèâîäèìûå â
Fp[x]:

(28) ḡ(x) = h1(x)h2(x) . . . hk(x).

Ïóñòü A íåðàçâåòâëåíî â p, òî åñòü âñå ìíîæèòåëè ðàçëè÷íû. Íàïîìíèì, ÷òî
ïðîñòûå â A, ëåæàùèå íàä p íàõîäÿòñÿ â áèåêòèâíîì ñîîòâåòñòâèè ñ hi(x), ïðè-
÷åì íîðìà ñîîòâåòñòâóþùåãî èäåàëà ðàâíà

pdeg hi = pfj(p),

(ìû îáîçíà÷èëè ñòåïåíü hi ÷åðåç fj(p).)

4.3. Ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. Ïóñòü I = (g1, . . . , gn) � èäåàë â Fp[x1, . . . , xm].
Ïîëîæèì B = Fp[x1, . . . , xm]/I. I îïðåäåëÿåò àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî

V̄ = {x ∈ F̄mp |g1(x) = . . . gn(x) = 0}.
Îáîçíà÷èì

Vk = V̄ ∩ Fmpk .
ßñíî, ÷òî Vk êîíå÷íî. Âûøå ìû ðàññìàòðèâàëè ñëó÷àé m = 1, I = (g(x)). Â
ýòîì ñëó÷àå íå òîëüêî Vk, íî è V̄ áûëè êîíå÷íûìè.
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Ïóñòü Nk = |Vk|. Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì îïðåäåëèì ëîêàëüíóþ Äçåòà-
ôóíêöèþ

(29) ZB(t) = exp

(
∞∑
k=1

Nkt
k

k

)
.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ZB(t) çàâèñèò òîëüêî îò B.

Ïðèìåð 2. Åñëè I � ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, òî

ZB(t) =
1

1− pdt
,

ãäå d = dim V̄ = m− rk I.

Çàäà÷à 36. Åñëè m = 2, I = (x2 − y2 − 1), òî

ZB(t) =
1− t
1− pt

.

Çàäà÷à 37. Âû÷èñëèòå ëîêàëüíóþ Äçåòà-ôóíêöèþ äëÿ Fp[x, y, z, t]/(x2 + y2 −
z2 − t2).

Íàêîíåö, ïóñòü J = (h1, . . . , hn) èäåàë â Z[x1, . . . , xm]. ÏîëîæèìA = Z[x1, . . . , xm]/J ,
îïðåäåëèì Äçåòà-ôóíêöèþ Õàññå�Âåéëÿ ôîðìóëîé

(30) ζA(s) =
∏
p

ZA/pA(p−s).

Çàìå÷àíèå 6. Íà ñàìîì äåëå, ìíîæèòåëè, ñîîòâåòñòâóþùèå òåì p, äëÿ êîòîðûõ
ðåäóêöèÿ çàäàåò îñîáîå ìíîãîîáðàçèå (ñì. íèæå), íåïðàâèëüíû. Ê ñ÷àñòüþ, òà-
êèõ p � êîíå÷íîå ÷èñëî (àíàëîãè÷íî ñèòóàöèè ñ âåòâëåíèåì). Ïîýòîìó ñëåäóåò
ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî êîíå÷íîãî ÷èñëà
ìíîæèòåëåé.

4.4. Ãèïîòåçû Âåéëÿ äëÿ ïëîñêèõ êðèâûõ. Ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü P2
F îïðå-

äåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî íàáîðîâ (X : Y : Z), ãäå (X, Y, Z) 6= (0, 0, 0) è íàáîðû,
ïîëó÷àþùèåñÿ äðóã èç äðóãà óìíîæåíèåì íà íåíóëåâîé ñêàëÿð ñ÷èòàþòñÿ ýê-
âèâàëåíòíûìè. Èíà÷å ãîâîðÿ, P2

F � ìíîæåñòâî ïðÿìûõ â F3. Èìååì

P3
F = F2 t P1

F = F2 t F1 t F0.

Ïðèìåð 3. Äâå êâàäðèêè â P2
C ïåðåñåêàþòñÿ ðîâíî â ÷åòûðåõ òî÷êàõ èëè èìåþò

îáùóþ êîìïîíåíòó, åñëè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ÷èòàòü ñ êðàòíîñòÿìè. Ýòî óòâåð-
æäåíèå íå âåðíî, íè â P2

R, íè â C2.

Óðàâíåíèå F (X, Y, Z) = 0 çàäàåò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî â P2
F̄, åñëè îíî îäíîðîä-

íî. Òàêîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ êðèâîé. Íàïðèìåð, x2 +y2 = 1 åñòü ïåðåñå÷åíèå
X2 + Y 2 = Z2 ñ F2.
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Êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè ñèñòåìà

∂f

∂X
=
∂f

∂Y
=
∂f

∂Z
= f = 0

íå èìååò íåíóëåâûõ ðåøåíèé â P2
F̄. Èòàê, ïóñòü f ∈ Fp[Z, Y, Z] = 0, f(X, Y, Z) =

0 � ãëàäêàÿ êðèâàÿ. Ìû ìîæåì îïðåäåëèòü Zf (t) ôîðìóëîé (29). Îêàçûâàåòñÿ

(31) Zf (t) =
P (t)

(1− t)(1− pt)
,

ãäå P (t) ìíîãî÷ëåí, P (0) = 1 è âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà P (t) èìåþò ìîäóëü 1/
√
p.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ãëîáàëüíóþ ñèòóàöèþ. Ïóñòü f(X, Y, Z) ∈ Z[X, Y, Z]. Ìíî-
ãî÷ëåí f òàêæå çàäàåò êðèâóþ C â P2

C. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòà êðèâàÿ ãëàäêàÿ,
òîãäà òîïîëîãè÷åñêè îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñôåðó ñ g ðó÷êàìè. Ìîæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå g = (deg f − 1)(deg f − 2)/2.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü fp ∈ Fp[X, Y, Z] � ðåäóêöèÿ f ïî ìîäóëþ p, Pp(t) �

ìíîãî÷ëåí èç (31). Îêàçûâàåòñÿ (äëÿ ïî÷òè âñåõ p) degP (t) = 2g.
Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ íåïëîñêèõ êðèâûõ, è â âûñøèõ ðàç-

ìåðíîñòÿõ.

Çàäà÷à 38. Ïðîâåðüòå ãèïîòåçû Âåéëÿ äëÿ ñëó÷àÿ deg f = 1.

Çàäà÷à 39. Âû÷èñëèòå Äçåòà-ôóíêöèþ äëÿ X2 +Y 2 = Z2. Ïðîâåðüòå ãèïîòåçû
Âåéëÿ â ýòîì ñëó÷àå. Âû÷èñëèòå Äçåòà-ôóíêöèþ äëÿ àôôèííîé êðèâîé x2 +
y2 = 1.

Ïðèìåð. Åñëè deg f = 3, òî g = 1 è P (t) = 1− at+ pt2.

4.5. Ãèïîòåçà Áåð÷à è Ñâèííåðòîí-Äàéåðà.

Ôàêò 6. Ïðè g = 0 óðàâíåíèå f(X, Y, Z) = 0 èìååò íóëåâîå èëè áåñêîíå÷íîå
÷èñëî ðåøåíèé â P2

Q. Ïðè g > 1 ýòî ìíîæåñòâî ðåøåíèé êîíå÷íî. Ïðè g = 1
ýòî ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àáåëåâó ãðóïïó êîíå÷íîãî ðàíãà.

Ïðè g = 1 êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé, à ðàíã ãðóïïû ðàöèîíàëüíûõ
òî÷åê íàçûâàåòñÿ åå ðàíãîì.
Èìååì (äëÿ ïî÷òè âñåõ p):

Zfp(t) =
1− apt+ pt2

(1− t)(1− pt)
.

Çàäà÷à 40. Âûðàçèòå ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ f(X, Y, Z) = 0 â P2
F
pk
÷åðåç ap.

Ðàññìîòðèì ãëîáàëüíóþ Äçåòà-ôóíêöèþ êðèâîé E:

ζf (s) =
∏
p

Zfp(p
−s) =

∏
p

1− app−s + p1−2s

(1− p−s)(1− p1−s)
=
ζ(s)ζ(s− 1)

L(f, s)
.
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Íàïîìíèì, ÷òî ïîðÿäîê íóëÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè φ(z) â òî÷êå a ýòî åäèí-
ñòâåííîå öåëîå ÷èñëî k òàêîå ÷òî φ(z) = (z − a)kψ(z), ãäå ψ(a) 6= 0.
Ãèïîòåçà Áåð÷à è Ñâèííåðòîí-Äàéåðà. Ïóñòü f çàäàåò ýëëèïòè÷åñêóþ

êðèâóþ. Òîãäà ïîðÿäîê íóëÿ L(f, s) â s = 1 ðàâåí åå ðàíãó. Â ÷àñòíîñòè ÷èñëî
ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê êîíå÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà L(f, 1) 6= 0.

5. Ïðèëîæåíèå: Êîìïëåêñíûé àíàëèç

Òåîðåìà 9. Ïóñòü f è g ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè íà ñâÿçíîì îòêðûòîì ìíî-
æåñòâå U . Ïóñòü A = {z ∈ U : f(z) = g(z)}. Åñëè Ìíîæåñòâî A èìååò
ïðåäåëüíóþ òî÷êó, òî ôóíêöèè f è g ñîâïàäàþò íà U .

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü h = f − g, òîãäà h îáðàùàåòñÿ â íîëü íà A.
Ïî óñëîâèþ ìû ìîæåì âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ òî÷åê zn ∈ A
òàê, ÷òîáû limn→∞ zn ∈ A. Îáîçíà÷èì ýòîò ïðåäåë ÷åðåç z. Òàê êàê ôóíêöèÿ
àíàëèòè÷íà, ìû ìîæåì ðàçëîæèòü åå â ðÿä (13) â îêðåñòíîñòè òî÷êè z. Ïóñòü
ýòîò ðÿä íåíóëåâîé. Ïóñòü ak � ïåðâûé íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò ðÿäà, òîãäà

f(w) = ak(w − z)k(1 + b1(w − z) + b2(w − z)2 + . . .).

Òàê êàê f(zn) = 0, âòîðîé ìíîæèòåëü îáðàùàåòñÿ â íîëü â zn. Íî òîãäà, ïî
ñîîáðàæåíèÿì íåïðåðûâíîñòè, îí îáðàùàåòñÿ â íîëü è â z. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå
ïîêàçûâàåò, ÷òî íàø ðÿä íóëåâîé, à çíà÷èò, ôóíêöèÿ íóëåâàÿ â îêðåñòíîñòè
òî÷êè z.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç B ìíîæåñòâî òàêèõ òî÷åê z ∈ U , ÷òî f îáðàùàåòñÿ â íóëü

â îêðåñòíîñòè z. Ìû äîêàçàëè, ÷òî B íå ïóñòî. Èç ïðåäûäóùåãî ðàññóæäåíèÿ
òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî çàìêíóòî. Íî îíî, î÷åâèäíî, îòêðûòî. Òàê
êàê U ñâÿçíî, ïîëó÷àåì U = B. �

6. Äîïîëíåíèå: Àëãåáðà

Òåîðåìà 10. Èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïðîñòûìè
èäåàëàìè â A, ëåæàùèìè íàä p, è ïðîñòûìè èäåàëàìè â A/pA.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå π : A → A/pA. Äëÿ èäåàëà p ⊂
A/pA ðàññìîòðèì èäåàë π−1(p). Îòîáðàæåíèå p 7→ π−1(p) çàäàåò èñêîìóþ áè-
åêöèþ. �


