
Ðàçðåçàíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ è

ýëåêòðè÷åñêèå öåïè

Ìèõàèë Ñêîïåíêîâ

Â êóðñå äîêàçàíû ñëåäóþùèå êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, à òàêæå íåêîòîðûå èõ ñîâðå-
ìåííûå îáîáùåíèÿ:
Òåîðåìà Ïîéà. Åñëè ÷åëîâåê ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïåðåìåùàåòñÿ ïî 2-ìåðíîé ðåøåòêå,
òî îí âåðíåòñÿ â íà÷àëüíóþ òî÷êó ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Åñëè æå îí ïåðåìåùàåòñÿ ïî 3-
ìåðíîé ðåøåòêå, òî âåðîÿòíîñòü åãî âîçâðàùåíèÿ ñòðîãî ìåíüøå 1.
Òåîðåìà Äåíà. Åñëè ïðÿìîóãîëüíèê ðàçðåçàí íà êâàäðàòû, íå îáÿçàòåëüíî ðàâíûå,
òî îòíîøåíèå äëèí åãî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ñòîðîí ðàöèîíàëüíî.
Òåîðåìà Êóðàíòà-Ôðèäðèõñà-Ëåâè.1Íà ãðàíèöå åäèíè÷íîãî êâàäðàòà çàäàíà êó-
ñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ T . Íà óçëàõ êâàäðàòíîé ðåøåòêè ñ øàãîì 1/2N çàäàíà ôóíê-
öèÿ TN , çíà÷åíèå êîòîðîé â êàæäîì óçëå âíóòðè êâàäðàòà ðàâíî ñðåäíåìó àðèôìåòè-
÷åñêîìó åå çíà÷åíèé â ñîñåäíèõ óçëàõ, à â êàæäîì óçëå íà ãðàíèöå ðàâíî ôóíêöèè T .
Òîãäà ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè ÷èñëà N ôóíêöèè TN ñòðåìÿòñÿ ê íåêîòîðîé
ôóíêöèè.
Äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàíû íà çàìå÷àòåëüíîé ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè, èñïîëüçó-

þùåé ýëåêòðè÷åñêèå öåïè. Êóðñ â îñíîâíîì ñîñòîèò èç çàäà÷, ðåøåíèå êîòîðûõ äî-
ñòóïíî øêîëüíèêàì. Íèêàêèõ ñïåöèàëüíûõ çíàíèé ôèçèêè íå òðåáóåòñÿ. Çâåçäî÷êîé
îòìå÷åíû íåîáÿçàòåëüíûå ðàçäåëû è çàäà÷è.

1. Ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ

1.1. Îäíîìåðíûå áëóæäàíèÿ

Ìû ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó è ëèøü ïîòîì äàäèì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

1.1.1. ×åëîâåê õîäèò ïî îòðåçêó óëèöû, ñîñòîÿùåìó èç 5 êâàðòàëîâ. Íà÷àâ ñâîé ïóòü
íà ãðàíèöå êâàðòàëîâ â òî÷êå x, îí ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 ïåðåìåùàåòñÿ íà îäèí êâàðòàë
âëåâî è ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 � íà îäèí êâàðòàë âïðàâî. Ïîäîéäÿ ê ãðàíèöå êâàðòàëîâ,
îí îïÿòü âûáèðàåò íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Åñëè îí îêàçûâàåòñÿ
â òî÷êå 5 (åãî äîì) èëè â òî÷êå 0 (áàð), òî îí ïðåêðàùàåò äâèæåíèå: ñì Ðèñ 1.

Ðèñ. 1: Ñëó÷àéíîå äâèæåíèå ïî óëèöå; ñì. çàäà÷ó 1.1.1.

E-mail address: skopenkov@rambler.ru
1Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû íå âîøëî â äàííûé ìàòåðèàë.
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(A)* Íàïèøèòå êîìïüþòåðíóþ ïðîãðàììó, ìîäåëèðóþùóþ äâèæåíèå ýòîãî ÷åëîâåêà.
Çàïóñòèòå åå ìíîãî ðàç è îïðåäåëèòå ïðîöåíò ÷èñëà ñëó÷àåâ, â êîòîðûõ îí ïðèõîäèò
äîìîé. Âû ìîæåòå èñïîëüçîâàòü ýòîò ñïîñîá äëÿ óãàäûâàíèÿ îòâåòîâ â ïîñëåäóþùèõ
çàäà÷àõ.
(B) Ïóñòü PT (x) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷åëîâåê, íà÷àâøèé ñâîå äâèæåíèå â òî÷-
êå x è ñäåëàâøèé íå áîëåå T õîäîâ, îêàçàëñÿ äîìà. Çàïîëíèòå ñëåäóþùóþ òàáëèöó
äåñÿòè÷íûìè äðîáÿìè ñ òî÷íîñòüþ äî ñîòûõ.

Òàáëèöà 1: Âåðîÿòíîñòè PT (x) äëÿ ìàëûõ T

x 0 1 2 3 4 5
T
1 0.00 0.00 0.00 0.00 0.50 1.00
2
3
4

(C) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü P (x) òîãî, ÷òî ÷åëîâåê äîéäåò äî äîìà ÷åðåç êàêîå-òî êîëè-
÷åñòâî õîäîâ.

Îïðåäåëåíèå. (A) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íåêîòîðîãî ýêñïåðèìåíòà èìååòñÿ n ðàâíî-
âåðîÿòíûõ èñõîäîâ, è ñîáûòèå X ïðîèñõîäèò ðîâíî â m èç íèõ. Òîãäà âåðîÿòíîñòüþ
ñîáûòèÿ X íàçûâàåòñÿ ÷èñëî P1(X) := m/n.
Íàïðèìåð, âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ îðëà ïðè áðîñàíèè ìîíåòû � 1/2; âåðîÿòíîñòü

âûïàäåíèÿ 6 î÷êîâ íà êóáèêå � 1/6; âåðîÿòíîñòü ïîéòè íàïðàâî ïî íàøåé óëèöå �
1/2.
(B) Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîáûòèå X çàâèñèò îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêèõ ýêñ-
ïåðèìåíòîâ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç T ýêñïåðèìåíòîâ èìååò nT âîçìîæíûõ èñõîäîâ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîáûòèå X ïðîèñõîäèò ðîâíî ïðè mT èñõîäîâ èç íèõ. Òîãäà âåðî-
ÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ X íàçûâàåòñÿ ÷èñëî PT (X) := mT/n

T .
Íàïðèìåð, åñòü ðîâíî 4 âîçìîæíûõ èñõîäà ïðè áðîñàíèè ìîíåòû 2 ðàçà:

1-ûé áðîñîê

2-îé áðîñîê

îðåë

îðåë

îðåë

ðåøêà

ðåøêà

îðåë

ðåøêà

ðåøêà

Ïóñòü ñîáûòèåX ñîñòîèò â ïîÿâëåíèè ðåøêè õîòÿ áû îäèí ðàç. ÑîáûòèåX ïðîèñõîäèò
â 3 ñëó÷àÿõ èç 4 âîçìîæíûõ. Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ X åñòü P2(X) = 3/4.
Âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ áîëåå 10 î÷êîâ ïðè áðîñàíèè äâóõ êóáèêîâ � 1/12, òàê êàê

ýòî ñîáûòèå ïðîèñõîäèò â ðîâíî 3 ñëó÷àÿõ (5 + 6, 6 + 5 èëè 6 + 6) èç 36 âîçìîæíûõ.
Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷åëîâåê, íà÷àâøèé ñ òî÷êè 3, ñäâèíåòñÿ âïðàâî äâà ðàçà ïîäðÿä
ñîñòàâëÿåò 1/4.
(C) Ïóñòü òåïåðü ñîáûòèå X çàâèñèò îò áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêèõ ýêñ-
ïåðèìåíòîâ. Ìû áóäåì íàçûâàòü ÷èñëî P (X) âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ X, åñëè âåðîÿò-
íîñòè PT (X) ñòðåìÿòñÿ ê ÷èñëó P (X) ïðè ñòðåìëåíèè T ê áåñêîíå÷íîñòè2.

2Ôîðìàëüíî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî T0 òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî T > T0 âûïîëíåíî |P (X)− PT (X)| < ε.
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Íàïðèìåð, âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ðåøêè õîòÿ áû îäèí ðàç â áåñêîíå÷íîé ñåðèè
áðîñêîâ ñîñòàâëÿåò P (X) = 1, òàê êàê PT (X) = 1−1/2T ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè ñòðåìëåíèè
T ê áåñêîíå÷íîñòè.
Òî, ÷òî âåðîÿòíîñòè P (X) ñóùåñòâóþò äëÿ âñåõ ñîáûòèé X, ðàññìàòðèâàåìûõ â

ïðîåêòå, ìîæíî èñïîëüçîâàòü áåç äîêàçàòåëüñòâà.

1.1.2. * Ïåòÿ è Ïàøà èãðàþò íà ìîíåòêè; âñåãî ó íèõ åñòü 5 ìîíåòîê; â êàæäîì
ðàóíäå Ïåòÿ âûèãðûâàåò ó Ïàøè îäíó ìîíåòêó ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 è ïðîèãðûâàåò
ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2; îíè èãðàþò äî òåõ ïîð, ïîêà ó Ïåòè íå ñòàíåò 0 ìîíåòîê (îí
ïðîèãðàë) èëè 5 (îí âûèãðàë âñå ìîíåòû Ïàøè). Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü P (x) òîãî, ÷òî
Ïåòÿ âûèãðàåò, íà÷àâ èãðó ñ x ìîíåòêàìè.

1.1.3. *Ïðåäïîëîæèì, íàøåãî �ïóòåøåñòâåííèêà� ñíîñèò â îäíó ñòîðîíó; òî÷íåå, ïóñòü
îí êàæäûé ðàç ïåðåìåùàåòñÿ âïðàâî ñ âåðîÿòíîñòüþ p è âëåâî ñ âåðîÿòíîñòüþ q = 1−p.
Íàéäèòå âåðîÿòíîñòè P (x) â ýòîì ñëó÷àå.

1.1.4. * Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âû èãðàåòå íà äåíüãè; ñíà÷àëà ó âàñ 20 ìîíåò, à ó âàøåãî
ñîïåðíèêà � 50 ìîíåò; â êàæäîé èãðå âû âûèãðûâàåòå îäíó ìîíåòó ñ âåðîòíîñòüþ 0.45
è ïðîèãðûâàåòå ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.55; èãðà ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ó êîãî-ëèáî
íå çàêîí÷àòñÿ äåíüãè. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñâîåãî ðàçîðåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü � ýòî ñâÿçíûé êîíå÷íûé ãðàô, ó êîòîðîãî êàæ-
äîìó ðåáðó xy ïðèïèñàíî ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, íàçûâàåìîå åãî ïðîâî-
äèìîñòüþ 3 C(xy), è çàäàíî äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ âûäåëåííûõ ìíîæåñòâà âåðøèí
(P è N). Âåðøèíû èç ìíîæåñòâà N ñîåäèíåíû ñ îòðèöàòåëüíûì ïîëþñîì áàòàðåéêè
è çåìëåé, à âåðøèíû èç ìíîæåñòâà P � ñ ïîëîæèòåëüíûì; ñì. ðèñóíîê 2.
Ïîòåíöèàëû âåðøèí v(x) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè àêñèîìàìè:

1. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Åñëè x ∈ N , òî v(x) = 0. Åñëè x ∈ P , òî v(x) = 1.

2. Ïðàâèëî Êèðõãîôà. Åñëè x 6∈ P ∪N , òî
∑

xy C(xy) (v(x)− v(y)) = 0, ãäå ñóììèðî-
âàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ðåáðàì xy, ñîäåðæàùèì âåðøèíó x.

×èñëî i(xy) := C(xy) (v(x)− v(y)) íàçûâàåòñÿ òîêîì, èäóùèì ïî ðåáðó xy; i(x) :=∑
xy i(xy) � òîêîì, âòåêàþùèì â öåïü ÷åðåç âåðøèíó x (òàê, i(x) = 0 äëÿ êàæäîãî

x 6∈ P ∪ N ïî àêñèîìå 2); C :=
∑

x∈P i(x) íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîé ïðîâîäèìîñòüþ
öåïè ìåæäó ìíîæåñòâàìè P è N ; Q :=

∑
xy C(xy) (v(x)− v(y))

2, ãäå ñóììèðîâàíèå
âåäåòñÿ ïî âñåì ðåáðàì öåïè, íàçûâàåòñÿ òåïëîâîé ìîùíîñòüþ öåïè.

Ðèñ. 2: Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü; ñì. çàäà÷ó 1.1.3.

3Âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ ïðîâîäèìîñòè, íàçûâàåòñÿ ñîïðîòèâëåíèåì.
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1.1.5. Îäèíàêîâûå ðåçèñòîðû ñîåäèíåíû ïîñëåäîâàòåëüíî è ïîäêëþ÷åíû ê áàòàðåéêå â
1 âîëüò êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2. Íàéäèòå ïîòåíöèàëû v(x) â òî÷êàõ x = 0, 1, 2, 3, 4, 5.

1.1.6. Ðàññìîòðèì öåïü ñ âåðøèíàìè 0, 1, . . . , n, ðåáðàìè 01, 12, . . . , (n−1)n åäèíè÷íîé
ïðîâîäèìîñòè, è âûäåëåííûìè ìíîæåñòâàìè N = {0}, P = {n}.
(A)Ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Ôóíêöèÿ v(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ àêñèîìå 2 äîñòèãàåò ñâîåãî
ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà â âåðøèíàõ èç ìíîæåñòâà P ∪N .
(B) Åäèíñòâåííîñòü. Åñëè v(x) è u(x) � äâå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå àêñèîìàì
1�2, òî v(x) = u(x) äëÿ âñåõ x.
(C) Íàéäèòå ïîòåíöèàëû v(x) è ýôôåêòèâíóþ ïðîâîäèìîñòü äàííîé öåïè. Ê ÷åìó îíè
ñòðåìÿòñÿ ïðè ñòðåìëåíèè ÷èñëà n ê áåñêîíå÷íîñòè?

1.1.7. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó Ïîéà äëÿ 1-ìåðíîé ðåøåòêè.

1.2. Äâóìåðíûå áëóæäàíèÿ

1.2.1. Ðàññìîòðèì ãîðîä, ñõåìà êîòîðîãî ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 3 ñëåâà. Îòðåçêè îáî-
çíà÷àþò óëèöû. Ïóòè îòõîäà ïîìå÷åíû áóêâîé E, à áóêâîé P ïîìå÷åíû òî÷êè, çàíÿòûå
ïîëèöèåé. Íàéäèòå ñ òî÷íîñòüþ äî ñîòûõ âåðîÿòíîñòü P (x) òîãî, ÷òî íà÷àâ ñâîé ïóòü
â òî÷êå x, ÷åëîâåê óáåæèò, à íå ïîïàäåò â ðóêè ïîëèöèè. Èç òî÷êè x = (a, b) îí ïå-
ðåìåùàåòñÿ â êàæäóþ èç òî÷åê (a+ 1, b), (a− 1, b), (a, b+ 1), (a, b− 1) ñ âåðîÿòíîñòüþ
1/4. Åñëè îí äîñòèãàåò îäíîé èç òî÷åê E èëè P , òî åãî ïåðåäâèæåíèÿ çàêàí÷èâàþòñÿ.

1.2.2. Íàéäèòå ïîòåíöèàëû v(x) â öåïè èç åäèíè÷íûõ ðåçèñòîðîâ íà ðèñóíêå 3 ñïðàâà.

Ðèñ. 3: Ñëó÷àéíîå äâèæåíèå ïî ãîðîäó è ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü; ñì. çàäà÷è 1.2.1 è 1.2.2.

1.2.3. Ïàóê ïåðåìåùàåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïî ðåáðàì
(A) êóáà; (B)* îêòàýäðà; (C)* äîäåêàýäðà; (D)* èêîñàýäðà;
åñëè îí íà÷èíàåò äâèæåíèå â òî÷êå a, òî êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí äîñòèãíåò
ïðîòèâîïîëîæíîé âåðøèíû h áûñòðåå, ÷åì âåðíåòñÿ â íà÷àëüíóþ âåðøèíó a; ñì. ðè-
ñóíîê 4 ñëåâà?

1.2.4. Ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîõðàíÿþò ýôôåêòèâíóþ ïðîâîäèìîñòü öåïè:
(A) çàìåíà äâóõ ðåçèñòîðîâ, ñîåäèíåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíî, íà îäèí ðåçèñòîð ïðîâî-

äèìîñòè 1/
(

1
C1

+ 1
C2

)
; ñì. ðèñóíîê 5 ñëåâà;

(B) çàìåíà äâóõ ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåííûõ ðåçèñòîðîâ íà îäèí ðåçèñòîð ñ ïðîâîäèìî-
ñòüþ C1 + C2; ñì. ðèñóíîê 5 ñïðàâà;
(C) îáúåäèíåíèå äâóõ âåðøèí ñ îäèíàêîâûìè ïîòåíöèàëàìè â îäíó íîâóþ âåðøèíó.
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Ðèñ. 4: Ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïî êóáó è ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü; ñì. çàäà÷è 1.2.3(A) è 1.2.5(A).

1.2.5. Íàéäèòå ýôôåêòèâíóþ ïðîâîäèìîñòü ìåæäó
(1) ïðîòèâîïîëîæíûìè âåðøèíàìè; (2)* ñìåæíûìè âåðøèíàìè;
(A) êóáà; (B)* îêòàýäðà; (C)* äîäåêàýäðà; (D)* èêîñàýäðà;
ñ ðåáðàìè åäèíè÷íîé ïðîâîäèìîñòè; ñì ðèñóíîê 4 ñïðàâà.

1.2.6. * Ïüÿíûé òóðèñò âûõîäèò èç îòåëÿ è ïåðåìåùàåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïî
óëèöàì Ïàðèæà, ñõåìà öåíòðà êîòîðîãî ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 6 ñëåâà. Íàéäèòå âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí äîéäåò äî Òðèóìôàëüíîé àðêè äî òîãî, êàê äîáåðåòñÿ äî îêðàèíû
ãîðîäà.

1.2.7. ** Ïðîâîäèìîñòü ìåæäó âåðøèíàìè (A) a è b; (B) a è c; äâóìåðíîé ðåøåòêè
èç åäèíè÷íûõ ðåçèñòîðîâ ðàâíà 2 è π/2, ñîîòâåòñòâåííî; ñì. Ðèñ. 6 ñïðàâà.
Äëÿ 2-ìåðíîé ðåøåòêè â îïðåäåëåíèè ïîòåíöèàëà ìû äîáàâëÿåì åùå îäíó àêñèîìó:

3. v(x) ñòðåìèòñÿ ê 1/2 ïðè ñòðåìëåíèè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó x è íåêîòîðîé ôèêñèðî-
âàííîé âåðøèíîé ê áåñêîíå÷íîñòè.

Ðàçðåøàåòñÿ ïîëüçîâàòüñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèåì ôóíêöèè v(x), óäîâëå-
òâîðÿþùåé àêñèîìàì 1�3.

1.2.8. Çàêîí ìîíîòîííîñòè. Ðàçðåçàíèå êàêèõ-ëèáî ðåáåð öåïè ìîæåò òîëüêî óìåíü-
øèòü ýôôåêòèâíóþ ïðîâîäèìîñòü ìåæäó äàííûìè âåðøèíàìè; ñì. ðèñóíîê 7 ñëåâà.
Îáúåäèíåíèå êàêèõ-ëèáî âåðøèí â îäíó âåðøèíó ìîæåò òîëüêî óâåëè÷èòü ýôôåêòèâ-
íóþ ïðîâîäèìîñòü ìåæäó äàííûìè âåðøèíàìè; ñì. ðèñóíîê 7 â öåíòðå.

1.2.9. (A) Äîêàæèòå, ÷òî ýôôåêòèâíàÿ ïðîâîäèìîñòü ìåæäó öåíòðîì è ãðàíèöåé
êâàäðàòíîé ðåøåòêè 4 × 4 èç åäèíè÷íûõ ðåçèñòîðîâ ìåíüøå 3; ñì ðèñóíîê 7 ñïðà-
âà.
(B) Ê ÷åìó ñòðåìèòñÿ ïðîâîäèìîñòü ìåæäó öåíòðîì è ãðàíèöåé êâàäðàòíîé ðåøåòêè
2n× 2n èç åäèíè÷íûõ ðåçèñòîðîâ ïðè ñòðåìëåíèè n ê áåñêîíå÷íîñòè?

1.2.10. Äîêàæèòå òåîðåìó Ïîéà äëÿ 2-ìåðíîé ðåøåòêè.

Ðèñ. 5: Ïîñëåäîâàòåëüíîå è ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèå; ñì. çàäà÷ó 1.2.4.
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Ðèñ. 6: Òóðèñòè÷åñêàÿ êàðòà Ïàðèæà è ðåøåòî÷íàÿ öåïü; ñì. çàäà÷è 1.2.6 è 1.2.7.

Ðèñ. 7: Ðàçðåçàíèå, ñîåäèíåíèå, è êâàäðàòíàÿ ðåøåòêà 4× 4; ñì. çàäà÷è 1.2.8 è 1.2.9.

1.3. Òðåõìåðíûå áëóæäàíèÿ

1.3.1. Íàéäèòå ñîïðîòèâëåíèå áèíàðíîãî äåðåâà ãëóáèíû (A) 3; (B) 2010, ñîñòàâ-
ëåííîãî èç åäèíè÷íûõ ðåçèñòîðîâ (ñì. ðèñ. 8 ñëåâà).

1.3.2. Íàéäèòå ñîïðîòèâëåíèå ìîäèôèöèðîâàííîãî áèíàðíîãî è òðîè÷íîãî äåðåâüåâ
ãëóáèíû 2010, â êîòîðûõ êàæäûé ðåçèñòîð íà k-îì óðîâíå çàìåíÿåòñÿ íà 2k ïîñëåäî-
âàòåëüíî ñîåäèíåííûõ åäèíè÷íûõ ðåçèñòîðîâ (ñì. ðèñ. 8 â öåíòðå).

1.3.3. Êàêèå èç äåðåâüåâ, óïîìÿíóòûõ (A) â çàäà÷å 1.3.1; (B) â çàäà÷å 1.3.2; ìîæ-
íî âûðåçàòü èç òðåõìåðíîé ðåøåòêè?

1.3.4. À åñëè ðàçðåøàþòñÿ ïåðåñå÷åíèÿ (ñì. ðèñ. 8 ñïðàâà) ðåáåð íà ðàâíîì ðàññòîÿíèè
îò êîðíÿ?

1.3.5. Äîêàæèòå òåîðåìó Ïîéà äëÿ 3-ìåðíîé ðåøåòêè.

Ðèñ. 8: (Ñëåâà) áèíàðíîå äåðåâî ãëóáèíû 3; (â öåíòðå) ìîäèôèöèðîâàííîå áèíàðíîå äåðåâî ãëóáèíû
3; (ñïðàâà) ðàçðåøåííûå ïåðåñå÷åíèÿ ðåáåð â ýòîì äåðåâå; ñì. çàäà÷è 1.3.1, 1.3.2 è 1.3.4.
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2. Ðàçðåçàíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêà

2.1. Ðàçðåçàíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêà íà êâàäðàòû

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñòîðîíû âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ïàðàëëåëüíû
êîîðäèíàòíûì îñÿì, òî åñòü ëèáî âåðòèêàëüíû, ëèáî ãîðèçîíòàëüíû. Ïîä îòíîøåíè-
åì ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà ìû âñåãäà ïîíèìàåì îòíîøåíèå äëèíû åãî ãîðèçîíòàëüíîé
ñòîðîíû ê äëèíå âåðòèêàëüíîé.

Ïðèìåð 1. Ïðÿìîóãîëüíèê ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí R ðàçäåë�åí âåðòèêàëüíûì ðàçðåçîì
íà äâà ïðÿìîóãîëüíèêà ñ îòíîøåíèÿìè ñòîðîí R1 è R2 (ðèñ. 9à). Òîãäà R = R1 +R2.

Ïðèìåð 2. Ïðÿìîóãîëüíèê ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí R ðàçäåë�åí ãîðèçîíòàëüíûì ðàçðå-
çîì íà äâà ïðÿìîóãîëüíèêà ñ îòíîøåíèÿìè ñòîðîí R1 è R2 (ðèñ. 9á). Òîãäà R = R1R2

R1+R2
.

R2x R1

y

R2

R1

à á

Ðèñ. 9: Ðàçðåçàíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêà íà 2 ïðÿìîóãîëüíèêà

2.1.1. Èìååòñÿ ïðÿìîóãîëüíûé øêàô ñ êâàäðàòíûìè ïîëêàìè, èçîáðàæ¸ííûé íà ðè-
ñóíêå 10. Íàéäèòå îòíîøåíèå øèðèíû øêàôà ê åãî âûñîòå.

Ðèñ. 10: Êàêîâî îòíîøåíèå øèðèíû ýòîãî øêàôà ê åãî âûñîòå?

2.1.2. * Äîêàæèòå, ÷òî ïëîñêîñòü ìîæíî çàìîñòèòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè êâàäðàòàìè,
äëèíû ñòîðîí êîòîðûõ � öåëûå ÷èñëà.

2.1.3. * Ïðÿìîóãîëüíèê ðàçäåë�åí íà ïÿòü ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ îòíîøåíèÿìè ñòîðîí
R1 = R2 = R3 = 1, R4 = R5 = 3 òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 11 ñëåâà. Íàéäèòå
îòíîøåíèå ñòîðîí áîëüøîãî ïðÿìîóãîëüíèêà.
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R4

R3

R5

R1
R2

Ðèñ. 11: Ðàçðåçàíèå ïðÿìîóãîëüíèêà íà 5 ïðÿìîóãîëüíèêîâ

à

R2R1

R1 R2

á

R2

R1

R1

R2

â

R4

R3

R5

R1
R2

R1 R4

R5 R3

R2

Ðèñ. 12: Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

Ïðèìåð 1′. Ïóñòü äâà ðåçèñòîðà R1 è R2 ñîåäèíåíû ïîñëåäîâàòåëüíî (ñì. íèæíþþ
÷àñòü ðèñóíêà 12à). Òîãäà ñîïðîòèâëåíèå ïîëó÷åííîé öåïè ðàâíî R1 +R2.

Ïðèìåð 2′. Ïóñòü äâà ðåçèñòîðà R1 è R2 ñîåäèíåíû ïàðàëëåëüíî (ñì. íèæíþþ ÷àñòü
ðèñóíêà 12á). Òîãäà ñîïðîòèâëåíèå ïîëó÷åííîé öåïè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå R1R2

R1+R2
.

7

−

9

8

5

6

4

3

+
2

1

Ðèñ. 13: Ïîñòðîåíèå ýëåêòðè÷åñêîé öåïè ïî ðàçðåçàíèþ

Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Ïîêàæåì, êàê ñîïîñòàâèòü ðàçðåçàíèþ ïðÿìîóãîëü-
íèêà íà ìåíüøèå ïðÿìîóãîëüíèêè ýëåêòðè÷åñêóþ öåïü; íà ðèñóíêå 13 ïðèâåäåí ïðè-
ìåð.
Êàæäîé âåðòèêàëüíîé ëèíèè ðàçðåçà è âåðòèêàëüíûì ñòîðîíàì áîëüøîãî ïðÿìî-

óãîëüíèêà ñîïîñòàâëåíà âåðøèíà ýëåêòðè÷åñêîé öåïè. Âåðøèíà ëåæèò íà ñîîòâåòñòâó-
þùåì åé îòðåçêå. Êàæäûé ìåíüøèé ïðÿìîóãîëüíèê îãðàíè÷åí ñëåâà è ñïðàâà äâóìÿ
âåðòèêàëüíûìè îòðåçêàìè. Â ýëåêòðè÷åñêîé öåïè åãî èçîáðàæåíèåì ñëóæèò ðåáðî,
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ñîåäèíÿþùåå äâå âåðøèíû. Îäíà èç ýòèõ âåðøèí èçîáðàæàåò ëåâóþ ñòîðîíó ìàëåíü-
êîãî ïðÿìîóãîëüíèêà, à äðóãàÿ � ïðàâóþ. Ñîïðîòèâëåíèå ýòîãî ðåçèñòîðà ïîëàãàåòñÿ
÷èñëåííî ðàâíûì îòíîøåíèþ ñòîðîí ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðÿìîóãîëüíèêà. Âåðøèíû, ñî-
îòâåòñòâóþùèå âåðòèêàëüíûì ñòîðîíàì ðàçðåçàåìîãî ïðÿìîóãîëüíèêà, ñîåäèíÿþòñÿ ñ
ðàçíûìè ïîëþñàìè áàòàðåéêè (íà ðèñóíêå 13 ñàìà áàòàðåéêà íå èçîáðàæåíà).

2.1.4. Ïóñòü ïðÿìîóãîëüíèê ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí R ðàçðåçàí íà n ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ
îòíîøåíèÿìè ñòîðîí R1, . . . , Rn. Òîãäà èç ðåçèñòîðîâ ïðîâîäèìîñòåé R1, . . . , Rn ìîæíî
ñîñòàâèòü ýëåêòðè÷åñêóþ öåïü ïðîâîäèìîñòè R.

Ôóíêöèÿ v(x) íà âåðøèíàõ ýëåêòðè÷åñêîé öåïè íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé, åñëè îíà
óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå 2 èç îïðåäåëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîé öåïè. Âåðøèíû èç ìíîæåñòâà
P ∪N íàçîâåì ãðàíè÷íûìè, îñòàëüíûå � âíóòðåííèìè.

2.1.5. (A) Ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè. Åñëè ôóíêöèè u(x) è v(x) � ãàðìîíè÷åñêèå è
a, b ∈ R, òî è ôóíêöèÿ au(x) + bv(x) � ãàðìîíè÷åñêàÿ.
(B) Ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Ãàðìîíè÷åñêàÿ íà êîíå÷íîé ýëåêòðè÷åñêîé öåïè ôóíêöèÿ
ïðèíèìàåò ñâîå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ íà ãðàíè÷íûõ âåðøèíàõ.
(C) Åäèíñòâåííîñòü. Åñëè u(x) è v(x) � äâå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè, ñîâïàäàþùèå
âî âñåõ ãðàíè÷íûõ âåðøèíàõ êîíå÷íîé ýëåêòðè÷åñêîé öåïè, òî u(x) = v(x) âî âñåõ
âåðøèíàõ x ãðàôà.

2.1.6. (A)* Àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà. Ïóñòü èìååòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
a1,1x1 + . . .+ a1,nxn = b1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an,1x1 + . . .+ an,nxn = bn

,

â êîòîðîé ÷èñëî óðàâíåíèé ðàâíî ÷èñëó íåèçâåñòíûõ. Äîêàæèòå, ÷òî âñåãäà âûïîëíÿ-
åòñÿ îäíà èç ñëåäóþùèõ âîçìîæíîñòåé:

1. äëÿ ëþáûõ b1, . . . , bn ñèñòåìà èìååò ðîâíî îäíî ðåøåíèå (â ÷àñòíîñòè, ïðè b1 =
. . . = bn = 0 ñóùåñòâóåò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå);

2. äëÿ íåêîòîðûõ b1, . . . , bn ñèñòåìà íåðàçðåøèìà, à äëÿ íåêîòîðûõ (â òîì ÷èñëå
íóëåâûõ) èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.

(B)* Çàäà÷à Äèðèõëå. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ýëåêòðè÷åñêîé öåïè ñóùå-
ñòâóåò ôóíêöèÿ v(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ àêñèîìàì 1�2.

2.1.7. * Ýôôåêòèâíàÿ ïðîâîäèìîñòü ëþáîé öåïè ïîëîæèòåëüíà.

2.1.8. (A) Ïóñòü ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Òîãäà ýòî ðåøåíèå ñîñòîèò èç ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
(B)* Ñóùåñòâóåò ôîðìóëà, â êîòîðîé ó÷àñòâóþò òîëüêî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, âû÷è-
òàíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ, âûðàæàþùàÿ ýôôåêòèâíóþ ïðîâîäèìîñòü öåïè ÷åðåç
ïðîâîäèìîñòè îòäåëüíûõ ðåçèñòîðîâ.

2.1.9. Äîêàæèòå òåîðåìó Äåíà.
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2.2. Ðàçðåçàíèÿ êâàäðàòà íà ïîäîáíûå ïðÿìîóãîëüíèêè*

2.2.1. Êâàäðàò ðàçðåçàí íà ïîäîáíûå ïðÿìîóãîëüíèêè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 14.
Íàéäèòå îòíîøåíèå ñòîðîí R ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàçðåçàíèÿ.

D

A

C

B

E

Ðèñ. 14: Ðàçðåçàíèå êâàäðàòà íà 5 ïîäîáíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ

2.2.2. Ðàçðåæüòå êâàäðàò íà ïðÿìîóãîëüíèêè ñ îòíîøåíèÿìè ñòîðîí 2 +
√
2 è 1

2+
√
2
.

2.2.3. Ïóñòü êâàäðàò ðàçðåçàí íà ïðÿìîóãîëüíèêè ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí R è 1
R . Òîãäà

R � êîðåíü íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

2.2.4. Êâàäðàò íåëüçÿ ðàçðåçàòü íà ïðÿìîóãîëüíèêè ñ îòíîøåíèÿìè ñòîðîí (A)
√
2 è

1√
2
; (B) 1 +

√
2 è 1

1+
√
2
; (Ñ) 3

√
2 è 1/ 3

√
2.

2.2.5. (A) Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï. Ïóñòü v(x) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ íà âåðøè-
íàõ êîíå÷íîé ýëåêòðè÷åñêîé öåïè, óäîâëåòâîðÿþùàÿ àêñèîìå 1, íî íå îáÿçàòåëüíî
àêñèîìå 2. Çàíóìåðóåì âåðøèíû ãðàôà ÷èñëàìè 1, . . . , n è ïóñòü 1, . . . , k � âíóò-
ðåííèå âåðøèíû. Îáîçíà÷èì v1 := v(1), v2 := v(2), . . . , vn = v(n). Áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü v1, . . . , vk êàê ïåðåìåííûå. Ðàññìîòðèì òåïëîâóþ ìîùíîñòü Q(v1, . . . , vk) :=∑

xy C(xy) (vx − vy)
2 êàê ôóíêöèþ ïåðåìåííûõ v1, . . . , vk. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ

Q(v1, . . . , vk) ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, êîãäà ôóíêöèÿ v(x) � ãàðìîíè÷åñêàÿ.
(B) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ôóíêöèè Q(v1, . . . , vk) ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí íàáîð çíà÷å-
íèé v1, . . . , vk, ïðè êîòîðîì îíà äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Èñïîëüçóÿ
ýòî, äàéòå âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî ôàêòà, ÷òî äëÿ êîíå÷íîé ýëåêòðè÷åñêîé öåïè
ôóíêöèÿ v(x), çàäàííàÿ àêñèîìàìè 1�2, ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà.
(Ñ) Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Äîêàæèòå, ÷òî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå òåïëîâîé ìîù-
íîñòè Q(v1, . . . , vk) ÷èñëåííî ðàâíî ýôôåêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè C.
(D) Ïðèíöèï ìîíîòîííîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â öåïè îäíó ïðîâîäèìîñòü óâåëè-
÷èòü, òî ýôôåêòèâíàÿ ïðîâîäèìîñòü íå óìåíüøèòñÿ.

2.2.6. Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü ïåðåìåííîãî òîêà îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ýëåêòðè÷å-
ñêîé öåïè, òîëüêî âåëè÷èíàì c(xy) è v(x) ðàçðåøàåòñÿ ïðèíèìàòü ëþáûå êîìïëåêñ-
íûå çíà÷åíèÿ, òàêèå ÷òî Re c(xy) > 0. Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü
ïîòåíöèàëà â ëþáîé öåïè ïåðåìåííîãî òîêà.

2.2.7. Ïðè êàêèõ R êâàäðàò ìîæíî ðàçðåçàòü íà ïðÿìîóãîëüíèêè ñ îòíîøåíèÿìè ñòî-
ðîí R è 1/R?

10



3. Óêàçàíèÿ è ðåøåíèÿ

3.1. Ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ

1.1.1 (A) Ïðàâèëüíîñòü ðàáîòû ïðîãðàììû ïðîâåðÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðàç-
íîñòü ìåæäó �íàñòîÿùåé� è ïîñ÷èòàííîé âåðîÿòíîñòÿìè äîëæíà áûòü ïðèìåðíî ïðî-
ïîðöèîíàëüíà ÷èñëó 1√

n
, ãäå n � ÷èñëî ýêñïåðèìåíòîâ.

(B) Îòâåò ñìîòðèòå â òàáëèöå.

Òàáëèöà 2: Âåðîÿòíîñòè PT (x) è P (x)

x 0 1 2 3 4 5
T
1 0.00 0.00 0.00 0.00 0.50 1.00
2 0.00 0.00 0.00 0.25 0.50 1.00
3 0.00 0.00 0.13 0.25 0.63 1.00
4 0.00 0.06 0.13 0.38 0.63 1.00

P (x) 0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

(C) Îòâåò: P (x) = x/5; ñì ïîñëåäíþþ ñòðîêó â òàáëèöå âûøå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïî òî÷êàì 0, 1, 2, . . . , n. Îáîçíà-
÷èì çà P (x) âåðîÿòíîñòü äîéòè èç x äîN ðàíüøå, ÷åì äî 0. Ðàññìîòðèì ïîëó÷èâøóþñÿ
ôóíêöèþ P (x), îïðåäåëåííóþ â òî÷êàõ x = 0, 1, 2, . . . , n. Îíà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

1. P (0) = 0 è P (n) = 1.

2. P (x) = 1
2P (x− 1) + 1

2P (x+ 1) äëÿ êàæäîãî x = 1, 2, ..., n− 1.

Ñâîéñòâî 1 ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè äîñòèæåíèè òî÷åê 0 è n ïåðåìåùåíèÿ çàêàí÷è-
âàþòñÿ; äëÿ èãðû íà ìîíåòêè ýòî îçíà÷àåò êîíåö èãðû. Ñâîéñòâî 2 çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü äîìîé èç âíóòðåííåé òî÷êè x ðàâíà ñðåäíåìó àðèôìå-
òè÷åñêîìó âåðîÿòíîñòåé ïîïàäàíèÿ äîìîé èç ñîñåäíèõ òî÷åê. Ñâîéñòâî 2 âûâîäèòñÿ
èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ:

Áàçîâîå Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü E � íåêîòîðîå ñîáûòèå, F è G � äâà ñîáûòèÿ, èç
êîòîðûõ âñåãäà ñëó÷àåòñÿ ðîâíî îäíî. Òîãäà

P (E) = P (F ) · P (E ïîñëåäóåò çà F ) + P (G) · P (E ïîñëåäóåò çà G).

Â íàøåì ñëó÷àå E=�÷åëîâåê äîéäåò äî áàðà�, F=�ïåðâûé ðàç îí ïîéäåò íàëåâî� è
G=�ïåðâûé ðàç îí ïîéäåò íàïðàâî�. Òîãäà ïîëó÷àåì P (E) = P (x), P (F ) = P (G) = 1/2
, P (E ïîñëåäóåò çà F ) = P (x − 1), P (E ïîñëåäóåò çà G) = P (x + 1) è ñâîéñòâî 2
äîêàçàíî.
Èç ýòèõ äâóõ ñâîéñòâ âûòåêàåò, ÷òî P (x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àðèôìåòè÷åñêóþ ïðî-

ãðåññèþ P (x) = x/n.

1.1.2 Îòâåò: P (x) = x/5; ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å 1.1.1(C).

1.1.3 Îòâåò: P (x) = (q/p)x−1
(q/p)5−1 .

Óêàçàíèå: Ðàññóæäàéòå òàê æå, êàê â ðåøåíèè çàäà÷è 1.1.1(C). Ïîêàæèòå, ÷òî ñâîéñòâà
1�2 íàäî çàìåíèòü íà òàêèå:
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1. P (0) = 0 è P (n) = 1.

2. P (x) = qP (x− 1) + pP (x+ 1) äëÿ êàæäîãî x = 1, 2, ..., n− 1.

Âûáåðèòå A è B òàêèìè, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(x) = A(q/p)x + B óäîâëåòâîðÿëà íîâûì
ñâîéñòâàì 1�2.

1.1.4 Îòâåò: ≈ 99.995%. Òî÷íîå çíà÷åíèå: 1 − (0.55/0.45)20−1
(0.55/0.45)70−1 ; ñìîòðèòå ðåøåíèå çàäà-

÷è 1.1.3.

1.1.5 Îòâåò: v(x) = x/5. Óêàçàíèå. Èç àêñèîì 1�2 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ v(x) áóäåò
ëèíåéíîé äëÿ ýòîé öåïè.

1.1.6 (A) ÏóñòüM � ìàêñèìóì ôóíêöèè v(x). Òîãäà åñëè v(x) =M äëÿ x 6∈ P ∪N , òî
ýòî æå ðàâåíñòâî äîëæíî áûòü âûïîëíåíî äëÿ v(x−1) è v(x+1) òàê êàê v(x) � ñðåäíåå
àðèôìåòè÷åñêîå v(x−1) è v(x+1). Åñëè x−1 îêàçàëàñü âíóòðåííåé òî÷êîé, ïðèìåíÿåì
òî æå ñàìîå ðàññóæäåíèå è ïîëó÷àåì f(x−2) =M ; ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèå, ïîëó÷àåì
f(0) =M . Äëÿ ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ àíàëîãè÷íî.
(B) Ïîëîæèì h(x) = v(x)− u(x). Òîãäà äëÿ ëþáîé âíóòðåííåé òî÷êè x èìååì:

h(x− 1) + h(x+ 1)

2
=
v(x− 1) + v(x+ 1)

2
− u(x− 1) + u(x+ 1)

2

è ïîýòîìó ôóíêöèÿ h(x) òàêæå óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå 2. Íî h(x) = 0 ïðè x èç P∪N ; èç
ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ïîëó÷àåì, ÷òî ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ h ðàâíû
0. Çíà÷èò, h(x) = 0 è v(x) = u(x).
(C) Îòâåò: v(x) = x/n, C = 1/n; C → 0 è v(x)→ 0 äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî x
ïðè n→∞.
Óêàçàíèå: Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) := x/n óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì 1�2.
Èç åäèíñòâåííîñòè (ñì 1.1.6(B)) ñëåäóåò, ÷òî v(x) = x/n.

1.1.7 Òåîðåìà. Ïðè ñëó÷àéíîì áëóæäàíèè ïî 1-ìåðíîé ðåøåòêå âåðîÿòíîñòü âåð-
íóòüñÿ êîãäà-ëèáî â íà÷àëüíóþ òî÷êó ðàâíà 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P � âåðîÿòíîñòü âåðíóòüñÿ êîãäà-ëèáî â íà÷àëüíóþ òî÷êó.
Îáîçíà÷èì Pn âåðîÿòíîñòü âåðíóòüñÿ â íà÷àëüíóþ òî÷êó äî ïîïàäàíèÿ â n èëè −n.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ýòè âåðîÿòíîñòè ñóùåñòâóþò. Òîãäà Pn ≤ P ≤ 1 äëÿ ëþáîãî n.
Ñåé÷àñ ìû äîêàæåì, ÷òî Pn = 1−1/n. Ïîñëå ïåðâîãî �õîäà� ÷åëîâåê ïîïàäàåò â îäíó

èç òî÷åê 1 è −1 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2. Åñëè îí îêàçàëñÿ â òî÷êå 1, òî èç çàäà÷è 1.1.1(C)
ïîëó÷àåì, ÷òî âåðîÿòíîñòü âåðíóòüñÿ â íà÷àëî äî ïîïàäàíèÿ â òî÷êó n ðàâíà 1− 1/n.
Åñëè îí îêàçàëñÿ â òî÷êå −1, ðàññóæäàåì àíàëîãè÷íî. Ïðèìåíÿÿ Áàçîâîå Óòâåðæäå-
íèå èç ðåøåíèÿ çàäà÷è 1.1.1(C), ïîëó÷àåì Pn = 1

2

(
1− 1

n

)
+ 1

2

(
1− 1

n

)
= 1 − 1

n . (Åùå
ìîæíî áûëî çàìåòèòü, ÷òî Pn = 1 − C, ãäå C = 1/n � ïðîâîäèìîñòü öåïè èç çàäà-
÷è 1.1.6.)
Òàê êàê 1− 1/n ≤ P ≤ 1 äëÿ êàæäîãî n, òî P ðàâíî 1. �

1.2.1 Îòâåò: ñì. ðèñóíîê 15 ñëåâà.
Óêàçàíèå. Ñõåìà ãîðîäà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 15 ñïðàâà. Âåðîÿòíîñòè P (x) îáî-
çíà÷åíû çà a, b, c, d, è e. Êàê è â 1-ìåðíîì ñëó÷àå, ôóíêöèÿ P (x) óäîâëåòâîðÿåò àêñè-
îìàì 1�2 èç îïðåäëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîé öåïè. Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ
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Ðèñ. 15: Âåðîÿòíîñòè P (x) èëè ïîòåíöèàëû v(x); ñì. çàäà÷è 1.2.1 è 1.2.2.

óðàâíåíèé:

a = (b+ d+ 2)/4;

b = (a+ c+ 2)/4;

c = (d+ 3)/4;

d = (a+ c+ e)/4;

e = (b+ d)/4.

Îòâåò ïîëó÷àåì, ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó.

Çàìå÷àíèå. Íàõîæäåíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ äëÿ äâóõìåðíîé �çàäà÷è Äèðèõëå� � äåëî
ñëîæíîå; ïîýòîìó ìû ðàññìîòðèì äâà ìåòîäà íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé.
Ïåðâûé ìåòîä èñïîëüçóåò ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ. Îí íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì Ìîíòå-

Êàðëî, òàê êàê ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ñâÿçàíû ñ âåðîÿòíîñòÿìè, à â Ìîíòå-Êàðëî
íàõîäèòñÿ èçâåñòíûå èãîðíûå äîìà, àçàðòíûå èãðû â êîòîðûõ òîæå ñâÿçàíû ñ âåðî-
ÿòíîñòÿìè. Ìû ìîäåëèðóåì ìíîãî ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé èç òî÷êè x è íàõîäèì äîëþ
ïóòåé, çàêîí÷èâøèõñÿ â òî÷êàõ E. Èç çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë ñëåäóåò, ÷òî ïîëó÷åííàÿ
îöåíêà áóäåò ïðèáëèæåíèåì äëÿ �íàñòîÿùåé� âåðîÿòíîñòè P (x). Ýòîò ÿðêèé è ïðîñòîé
ìåòîä ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ðåøåíèÿ, íî îí íå î÷åíü ýôôåêòèâåí.
Òåïåðü îïèøåì áîëåå ýôôåêòèâíûé ìåòîä ðåëàêñàöèè. Íàïîìíèì, ÷òî ìû èùåì

ôóíêöèþ ñ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè íà ãðàíèöå ó êîòîðîå çíà÷åíèå â ëþáîé âíóòðåííåé
òî÷êå ðàâíî ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó çíà÷åíèé åå ñîñåäåé. Âîçüìåì êàêóþ-íèáóäü
ôóíêöèþ ñ ïîäõîäÿùèìè ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè è âîçüìåì íåêîòîðóþ âíóòðåííþþ
òî÷êó. Â îáùåì ñëó÷àå çíà÷åíèå ôóíêöèè íå áóäåò ðàâíî ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó
çíà÷åíèé â ñîñåäíèõ òî÷êàõ. Òîãäà ïîïðîáóåì �ïîäîãíàòü�: ïîëîæèì íîâîå çíà÷åíèå
ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå ðàâíûì ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó çíà÷åíèé â ñîñåäíèõ òî÷-
êàõ. Òåïåðü áóäåì ïî î÷åðåäè áðàòü îñòàëüíûå âíóòðåííèå òî÷êè è äåëàòü ñ íèìè òó
æå îïåðàöèþ. Êîãäà ìû ïðîéäåì ïî âñåì âíóòðåííèì òî÷êàì, ôóíêöèÿ íå áóäåò óäî-
âëåòâîðÿòü àêñèîìå 2, òàê êàê ïîñëå èçìåíåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â îäíîé òî÷êå ìû
ìîãëè èçìåíèòü çíà÷åíèÿ â ñîñåäíèõ ñ íåé òî÷êàõ, íàðóøèâ ðàâåíñòâî. Òåì íå ìåíåå,
ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ áóäåò �ëó÷øå� óäîâëåòâîðÿòü àêñèîìå 2, ÷åì òà ôóíêöèÿ, ñ êî-
òîðîé ìû íà÷àëè; ïîâòîðÿÿ ýòîò ïðîöåññ (ïðîõîäÿ êàæäûé ðàç ïî âñåì âíóòðåííèì
òî÷êàì) ìû áóäåì ïîëó÷àòü ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ ëó÷øå è ëó÷øå.

1.2.2 Îòâåò: ñì. ðèñóíîê 15 ñëåâà; ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å 1.2.1.

1.2.3 Îòâåò: (A) 2/5; (B) 1/2; (C) 2/7; (D) 2/5.
Óêàçàíèå. Ñâåäåì çàäà÷ó ê çàäà÷å 1.2.5 ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ:
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Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ âåðîÿòíîñòè. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíîå áëóæ-
äàíèå ïî ãðàôó G èç âåðøèíû a äîñòèãíåò âåðøèíû h äî âîçâðàòà â a, ðàâíà

P = C/ deg a,

ãäå C � ïðîâîäèìîñòü ãðàôà G (âñå ðåçèñòîðû åäèíè÷íûå) ìåæäó a è h, à deg a �
÷èñëî ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç âåðøèíû a.

1.2.4 (C) Óêàçàíèå. Ôóíêöèÿ v(x) îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà íà âåðøèíàõ ïîëó÷èâøåéñÿ
öåïè. Ïðîâåðüòå, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì 1�2.

1.2.5 Îòâåò: (1A) 6/5; (1B) 2; (1C) 6/7; (1D) 2.
(2A) 12/7; (2B) 12/5; (2C) 30/19; (2D) 30/11.
(2A) Óêàçàíèå. Ñîåäèíèì òî÷êè a è b ñ áàòàðåéêîé; ñì. ðèñóíîê 4 ñïðàâà. Ïîòåíöèàëû
â òî÷êàõ c è d ðàâíû èç ñèììåòðèè; àíàëîãè÷íî â òî÷êàõ e è f . Òàêèì îáðàçîì, íàøà
ñõåìà ýêâèâàëåíòíà ñõåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 16 ñëåâà.
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû äëÿ ïàðàëëåëüíîãî è ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ ðåçèñòî-

ðîâ, ýòà öåïü ñâîäèòñÿ â ê öåïè èç îäíîãî ðåçèñòîðà ñîïðîòèâëåíèåì 7/12 îì (ñì
ðèñóíîê 16 ñïðàâà). Òàêèì îáðàçîì, ñîïðîòèâëåíèå ðàâíî 7/12.

Ðèñ. 16: Óïðîùåíèå öåïè; ñì ðåøåíèå çàäà÷è 1.2.5.

1.2.6 Îòâåò: 1/7. Ðåøåíèå àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ çàäà÷è 1.2.3.

1.2.7 (B) Àâòîðàì íåèçâåñòíî ýëåìåíòàðíîå ðåøåíèå çàäà÷è. Êðàñèâîå ðåøåíèå, èñ-
ïîëüçóþùåå äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, âû ìîæåòå íàéòè â êíèãå [16].

1.2.8 Óêàçàíèå. Ñìîòðèòå çàäà÷ó 2.2.5.

1.2.9 (B) Îòâåò: C → 0 ïðè n→∞.
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Óêàçàíèå. Ïðèìåíèì çàêîí ìîíîòîííîñòè: îáúåäèíèì âìåñòå òî÷êè, ðàñïîëîæåííûå
íà êâàäðàòàõ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 17 ñâåðõó. Ïîëó÷åííàÿ öåïü ýêâèâàëåíòíà öåïè
íà ðèñóíêå 17 â öåíòðå. Òàê êàê ìîæíî çàìåíèòü n ïàðàëëåëüíûõ ðåçèñòîðîâ â 1 îì íà
îäèí ðåçèñòîð â 1/n îì, öåïü ýêâèâàëåíòíà öåïè íà ðèñóíêå 17 ñíèçó. Ïðîâîäèìîñòü
ýòîé öåïè ðàâíà

1∑n
k=1

1
8k−4

.

Ýòî ÷èñëî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ñòðåìëåíèè n ê áåñêîíå÷íîñòè. Òàê êàê ïðîâîäèìîñòü
ñòàðîé öåïè íå áîëüøå, îíà òîæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Ðèñ. 17: Îáúåäèíåíèå â êâàäðàòíîé öåïè è ýêâèâàëåíòíàÿ öåïü; ñì ðåøåíèå çàäà÷è 1.2.9.

1.2.10 Óêàçàíèå. Ïóñòü P � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ñëó÷àéíîì áëóæäàíèè ïî 2-
ìåðíîé ðåøåòêå ìû âåðíåìñÿ â íà÷àëüíóþ òî÷êó. Îáîçíà÷èì çà Pn âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå âåðíåòñÿ â íà÷àëüíóþ òî÷êó äî äîñòèæåíèÿ ãðàíè÷íûõ òî-
÷åê êâàäðàòà 2n×2n ñ öåíòðîì â íà÷àëüíîé òî÷êå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ýòè âåðîÿòíî-
ñòè ñóùåñòâóþò. ßñíî, ÷òî Pn ≤ P ≤ 1 äëÿ êàæäîãî n. Èç ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè
âåðîÿòíîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî Pn = 1 − C/4, ãäå C � ýôôåêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå ìåæ-
äó öåíòðîì è ãðàíèöåé êâàäðàòà 2n× 2n. Èç ðåøåíèÿ çàäà÷è 1.2.9(B) ñëåäóåò, ÷òî C
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ñòðåìëåíèè n ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïîýòîìó Pn → 1 ïðè n → ∞ è
P ðàâíî 1. �

1.3.1 Óêàçàíèå. Äîêàæèòå ïî èíäóêöèè, ÷òî ñîïðîòèâëåíèå áèíàðíîãî äåðåâà ãëóáèíû
n èç åäèíè÷íûõ ðåçèñòîðîâ ðàâíî 1− 1

2n .

1.3.2 Óêàçàíèå. Ïîòåíöèàëû â òî÷êàõ, ðàñïîëîæåííûõ íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò
êîðíÿ äåðåâà, ðàâíû èç ñèììåòðèè. Îáúåäèíèâ òàêèå òî÷êè â áèíàðíîì äåðåâå, ïî-
ëó÷èì öåïü, èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå 18. Åå ñîïðîòèâëåíèå ðàâíî 1

2 · n = n
2 . Äëÿ
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Ðèñ. 18: Ïîäñ÷åò ñîïðîòèâëåíèÿ äåðåâà; ñì ðåøåíèå çàäà÷è 1.3.2.

òðîè÷íîãî äåðåâà àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì R = 1
3 +

2
9 + · · ·+

2n−1

3n . Îòñþäà R = 1− 2n

3n .

1.3.3 Óêàçàíèå. Äâîè÷íîå äåðåâî ãëóáèíû 3 âûðåçàòü íå ñëîæíî. Ïîêàæåì, ÷òî äâî-
è÷íîå äåðåâî ãëóáèíû 2010 âûðåçàòü íåëüçÿ. Åñëè åãî óäàëîñü âûðåçàòü, òî âñå åãî
âåðøèíû ðàñïîëîæåíû íà ðàññòîÿíèè íå áîëåå 2010 îò êîðíÿ; îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî
äåðåâî íàõîäèòñÿ â êóáå ñî ñòîðîíîé 2 ·2010+1. Ïîýòîìó ÷èñëî åãî âåðøèí íå ïðåâîñ-
õîäèò 40213 ≤ 236. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷èñëî åãî âåðøèí ðàâíî 22011 − 1. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. Çàäà÷à î âûðåçàíèè ìîäèôèöèðîâàííîãî äå-
ðåâà ðåøàåòñÿ íå ïðîñòî.

1.3.4 Óêàçàíèå. Äâîè÷íîå äåðåâî âûðåçàòü íåëüçÿ; ðàññóæäàéòå àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ
çàäà÷è 1.3.3, ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî áîëåå äâóõ âåðøèí ñêëåèòüñÿ íå ìîãóò. Ìîäèôèöè-
ðîâàííîå äâîè÷íîå äåðåâî ìîæíî âûðåçàòü èç ïëîñêîñòè (ñì ðèñóíîê 19), à òðîè÷íîå
èç ïðîñòðàíñòâà àíàëîãè÷íûì îáðàçîì (ñì ðèñóíîê 20). Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ
èíäóêöèåé ïî ãëóáèíå äåðåâà.

Ðèñ. 19: Âûðåçàíèå äâîè÷íîãî äåðåâà ñ ïåðåñå÷åíèÿìè èç ïëîñêîñòè; ñì ðåøåíèå çàäà÷è 1.3.4.

1.3.5 Óêàçàíèå. Äëÿ ëþáîãî n = 2i − 1 ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âåðøèí (x, y, z), ãäå
|x| + |y| + |z| ≤ n. Ïóñòü Ri � ñîïðîòèâëåíèå ìåæäó íà÷àëîì êîîðäèíàò è ãðàíèöåé
òàêîé ôèãóðû. Êàê èçâåñòíî èç çàäà÷è 1.3.4, èç òàêîé ÷àñòè ðåøåòêè ìîæíî âûðåçàòü
ìîäèôèöèðîâàííîå òðîè÷íîå äåðåâî ãëóáèíû i ñ ïåðåñå÷åíèÿìè ðåáåð íà ðàâíîì ðàñ-
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Ðèñ. 20: Âûðåçàíèå òðîè÷íîãî äåðåâà ñ ïåðåñå÷åíèÿìè èç ïðîñòðàíñòâà; ñì ðåøåíèå çàäà÷è 1.3.4.

ñòîÿíèè îò êîðíÿ. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ñîïðîòèâëåíèå äåðåâà ñ òàêèìè ïåðåñå÷åíèÿìè
ðàâíî ñîïðîòèâëåíèþ òàêîãî æå äåðåâà áåç ïåðåñå÷åíèé. Êàê èçâåñòíî èç çàäà÷è 1.3.2,
ñîïðîòèâëåíèÿ ìîäèôèöèðîâàííûõ òðîè÷íûõ äåðåâüåâ íå ïðåâîñõîäÿò 1. Ïîýòîìó íå
ïðåâîñõîäÿò 1 è ñîïðîòèâëåíèÿ âûðåçàåìûõ äåðåâüåâ ñ ïåðåñå÷åíèÿìè. Èç çàêîíà ìî-
íîòîííîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî Ri ≤ 1. Çíà÷èò, ïðè ïîäêëþ÷åíèè áàòàðåéêè â 1 âîëüò òîê
áóäåò íå ìåíüøå 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîòåíöèàëû â âåðøèíàõ, ñîñåäíèõ ñ íà÷àëîì êîîð-
äèíàò áóäóò íå áîëüøå 1− 1

6 =
5
6 . Îíè ðàâíû âåðîÿòíîñòè âîçâðàòà â íà÷àëî êîîðäèíàò

äî ïîïàäàíèÿ íà ãðàíèöó. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

3.2. Ðàçðåçàíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêà

2.1.1 Çàíóìåðóåì êâàäðàòû (ïîëêè) êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 21. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
âåðòèêàëüíàÿ ñòîðîíà áîëüøîãî ïðÿìîóãîëüíèêà (øêàôà) ðàâíà 1. Ãîðèçîíòàëüíóþ
ñòîðîíó áîëüøîãî ïðÿìîóãîëüíèêà îáîçíà÷èì ÷åðåç x. Òîãäà èñêîìîå îòíîøåíèå ñòî-
ðîí ðàâíî R = 1/x. Ñòîðîíó êâàäðàòà íîìåð k îáîçíà÷èì ÷åðåç xk.
Ê ëåâîé ñòîðîíå áîëüøîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ïðèìûêàþò êâàäðàòû 2, 3 è 8, îòêóäà

x = x2+x3+x8. Ê ïðàâîé ñòîðîíå êâàäðàòà 3 ïðèìûêàþò êâàäðàòû 1 è 4: x3 = x1+x4.
Àíàëîãè÷íî, x6 + x8 = x7, x1 + x2 = x5 + x6, x4 + x5 = x9. Ñôîðìóëèðóåì íàøå
íàáëþäåíèå â îáùåì âèäå:
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Ðèñ. 21: Ðàçðåçàíèå ïðÿìîóãîëüíèêà íà 9 íåðàâíûõ êâàäðàòîâ

Óñëîâèå âåðòèêàëüíîé ñòûêîâêè.Äëÿ êàæäîãî âåðòèêàëüíîãî ðàçðåçà ñóììà âåð-
òèêàëüíûõ ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïðèìûêàþùèõ ê ðàçðåçó ñëåâà, ðàâíà ñóììå
âåðòèêàëüíûõ ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïðèìûêàþùèõ ñïðàâà. Âåðòèêàëüíàÿ ñòî-
ðîíà áîëüøîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà ñóììå âåðòèêàëüíûõ ñòîðîí ïðèìûêàþùèõ ê
íåé ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

Ãëÿäÿ íà ñõåìó ðàçðåçàíèÿ, ìîæíî íàïèñàòü àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå
ïðèìûêàíèå êâàäðàòîâ äðóã ê äðóãó ãîðèçîíòàëüíûìè ñòîðîíàìè:

Óñëîâèå ãîðèçîíòàëüíîé ñòûêîâêè. Äëÿ êàæäîãî ãîðèçîíòàëüíîãî ðàçðåçà ñóì-
ìà ãîðèçîíòàëüíûõ ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïðèìûêàþùèõ ê ðàçðåçó ñâåðõó, ðàâ-
íà ñóììå ãîðèçîíòàëüíûõ ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïðèìûêàþùèõ ñíèçó. Ãîðèçîí-
òàëüíàÿ ñòîðîíà áîëüøîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà ñóììå ãîðèçîíòàëüíûõ ñòîðîí
ïðèìûêàþùèõ ê íåé ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

Èç ýòîãî óñëîâèÿ: 1 = x3 + x4 + x9, x4 = x1 + x5, x1 + x3 = x2, x5 + x9 = x6 + x7,
x2 + x6 = x8.
Èòàê, íàõîæäåíèå îòíîøåíèÿ ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû

óðàâíåíèé, â íàøåì ñëó÷àå:

x = x2 + x3 + x8, x3 = x1 + x4, x6 + x8 = x7, x1 + x2 = x5 + x6, x4 + x5 = x9,
x3 + x4 + x9 = 1, x4 = x1 + x5, x1 + x3 = x2, x5 + x9 = x6 + x7, x2 + x6 = x8.

Ïðîèëëþñòðèðóåì èçâåñòíûé àëãîðèòì Ãàóññà�Æîðäàíà ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé íà íàøåì ïðèìåðå. Íàøà öåëü � ïðåîáðàçîâàòü ñèñòåìó òàê, ÷òîáû
êàæäàÿ íåèçâåñòíàÿ ó÷àñòâîâàëà ðîâíî â îäíîì óðàâíåíèè. Äëÿ íåèçâåñòíîé x ýòî
óæå âûïîëíåíî � îíà ñîäåðæèòñÿ òîëüêî â ïåðâîì óðàâíåíèè.
Ïåðåéäåì êî âòîðîìó óðàâíåíèþ. Â íåì íåèçâåñòíàÿ x3 âûðàæåíà ÷åðåç x1 è x4.

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â äðóãèå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, ñîäåðæàùèå íåèçâåñòíóþ x3
� â ïåðâîå, øåñòîå è âîñüìîå. Ïîëó÷èì ñèñòåìó:

x = x2 + x1 + x4 + x8, x3 = x1 + x4, x6 + x8 = x7, x1 + x2 = x5 + x6, x4 + x5 = x9,
x1 + 2x4 + x9 = 1, x4 = x1 + x5, 2x1 + x4 = x2, x5 + x9 = x6 + x7, x2 + x6 = x8.

Îíà ðàâíîñèëüíà èñõîäíîé. Íî òåïåðü íåèçâåñòíàÿ x3 ó÷àñòâóåò òîëüêî âî âòîðîì
óðàâíåíèè.
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Ïåðåéäåì ê òðåòüåìó óðàâíåíèþ. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå x7 = x6 + x8 â äåâÿòîå
óðàâíåíèå, ïîëó÷èì ñèñòåìó, ñîäåðæàùóþ x7 òîëüêî â òðåòüåì óðàâíåíèè:

x = x2 + x1 + x4 + x8, x3 = x1 + x4, x6 + x8 = x7, x1 + x2 = x5 + x6, x4 + x5 = x9,
x1 + 2x4 + x9 = 1, x4 = x1 + x5, 2x1 + x4 = x2, x5 + x9 = 2x6 + x8, x2 + x6 = x8.

Áóäåì ïðîäîëæàòü òàêèì æå îáðàçîì äàëüøå. Êàæäûé ðàç áóäåì âûðàæàòü îäíó èç
íåèçâåñòíûõ â î÷åðåäíîì óðàâíåíèè ÷åðåç îñòàëüíûå. Áóäåì ïîäñòàâëÿòü ïîëó÷åííîå
âûðàæåíèå â äðóãèå óðàâíåíèÿ. Â ïîëó÷åííîé ñèñòåìå âûáðàííàÿ íåèçâåñòíàÿ áóäåò
ïðèñóòñòâîâàòü òîëüêî â îäíîì óðàâíåíèè. Ïîñëå ýòîãî ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ4.
Â èòîãå ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó �óðàâíåíèé� (ïðîâåðüòå!):

x = 33/32, x3 = 9/32, x7 = 1/2, x1 = 1/32, x4 = 1/4,
x9 = 15/32, x5 = 7/32, x2 = 5/16, x8 = 7/16, x6 = 1/8.

Òåì ñàìûì ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû íàéäåíî. Èòàê, â ïðèìåðå 3 îòíîøåíèå ñòîðîí
áîëüøîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíî R = 1/x = 32/33. Çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ x1, . . . , x9 �
ýòî ñòîðîíû êâàäðàòîâ. Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷èëè ïðèìåð ðàçðåçàíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêà
íà ïîïàðíî ðàçëè÷íûå êâàäðàòû.
2.1.5 Ñì., íàïðèìåð, ñòàòüþ [15].

2.1.6 (B) Ïðèâåäåì ðåøåíèå, èñïîëüçóþùåå ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ. Äðóãèå ðåøåíèÿ
íàìå÷åíû â ïóíêòå (A) è â çàäà÷å 2.2.5.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïî ýëåêòðè÷åñêîé öåïè. Ïóñòü PT (x) � âåðîÿò-

íîñòü òîãî, ÷òî, ñòàðòóÿ èç âåðøèíû x è äåëàÿ T øàãîâ, ìû äîñòèãíåì ïîëîæèòåëü-
íîãî ïîëþñà áàòàðåè ðàíüøå, ÷åì îòðèöàòåëüíîãî. ßñíî, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì x

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü PT (x) âîçðàñòàåò, çíà÷èò, èìååò ïðåäåë P (x). Ôóíêöèÿ P (x) óäî-
âëåòâîðÿåò àêñèîìàì 1�2.
Çàìå÷àíèå. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû Êèðõãîôà � ôóí-

äàìåíòàëüíûå ôàêòû. Íàïðèìåð, èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñëåäóåò òåîðåìà Äåíà î
òîì, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèê ñ èððàöèîíàëüíûì îòíîøåíèåì ñòîðîí íåëüçÿ ðàçðåçàòü íà
êâàäðàòû. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ (â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå) ñëåäóåò òåîðåìà Ðèìà-
íà î êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè [6].
2.2.1 Ðàññìîòðèì ðàçðåçàíèå êâàäðàòà, èçîáðàæåííîå íà ðèñóíêå 14. Íàéäåì îòíîøå-
íèå ñòîðîí R ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàçðåçàíèÿ. Ïóñòü ñòîðîíà êâàäðàòà ðàâíà 1. Òîãäà
ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì AB = 1/3, AC = R/3, CD = 1 − R/3, DE = R − R2/3. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, DE = 1/2, çíà÷èò, R − R2/3 = 1/2. Ðåøàÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå,
íàõîäèì R = (3±

√
3)/2.

2.2.3 Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ðàçðåçàíèå. Ðàñòÿíåì êàðòèíêó â R ðàç ïî ãîðèçîíòàëè.
Ïîëó÷èì ïðÿìîóãîëüíèê ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí R, ðàçðåçàííûé íà êâàäðàòû è ïðÿ-
ìîóãîëüíèêè ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí R2. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ýëåêòðè÷åñêóþ
öåïü. Ñîãëàñíî òåîðåìå î ñîïðîòèâëåíèè öåïè ÷èñëî R ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ÷èñëà

4Âîîáùå ãîâîðÿ, âîçìîæíî, ÷òî ïîñëå íàøåé ïîäñòàíîâêè âñå íåèçâåñòíûå â íåêîòîðîì óðàâíåíèè ñîêðàòÿòñÿ, è îíî ïðèìåò âèä 0 = 0.
Â ýòîì ñëó÷àå âûáðîñèì åãî èç ñèñòåìû. Åñëè æå â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èëîñü óðàâíåíèå, â êîòîðîì ïðàâàÿ ÷àñòü � íåíóëåâîå

÷èñëî, à âñå êîýôôèöèåíòû â ëåâîé ÷àñòè íóëåâûå, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èñõîäíàÿ ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé.
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1 è R2, ïîëüçóÿñü òîëüêî ÷åòûðüìÿ àðèôìåòè÷åñêèìè äåéñòâèÿìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
íàéäóòñÿ äâà íåíóëåâûõ ìíîãî÷ëåíà p(x) è q(x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, òàêèå ÷òî

R = p(R2)
q(R2) . Çíà÷èò, q(R

2) ·R− p(R2) = 0. Ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî R � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà

q(x2) · x − p(x2). Ïîñëåäíèé ìíîãî÷ëåí èìååò öåëûå êîýôôèöèåíòû. Îí íåíóëåâîé,
òàê êàê ìíîãî÷ëåíû p(x2) è q(x2) � íåíóëåâûå, ïðè÷¸ì â ìíîãî÷ëåí p(x2) · x ïåðå-
ìåííàÿ x âõîäèò òîëüêî â íå÷¸òíîé ñòåïåíè, à â ìíîãî÷ëåí q(x2) � òîëüêî â ÷¸òíîé.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
2.2.4 (B) Íàì ïîòðåáóåòñÿ òàêàÿ ëåììà.

Ëåììà. Ïóñòü 1 +
√
2 � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Òîãäà 1 −√

2 � òîæå êîðåíü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.

Äîêàæåì ëåììó. Ïîäñòàâèâ â íàø ìíîãî÷ëåí P (x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè âìå-
ñòî x ÷èñëî 1 +

√
2, ïîëó÷èì âûðàæåíèå âèäà m +

√
2n, ãäå m è n � öåëûå ÷èñëà.

Äîëæíû ïîëó÷èòü 0, è òàê êàê
√
2 èððàöèîíàëüíî, èìååì n = 0 è m = 0. Åñëè æå ìû

ïîäñòàâèì â P (x) âìåñòî x ÷èñëî 1−
√
2, òî ïîëó÷èì âûðàæåíèå m−

√
2n (ïîäóìàéòå,

ïî÷åìó). Òàê êàê n = m = 0, òî ñíîâà ïîëó÷èì 0, è çíà÷èò P (x) èìååò êîðíåì òàêæå
è ÷èñëî 1−

√
2.

Âîò äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Ïóñòü P (1 +
√
2) = 0, ãäå P (x) � íåêèé ìíîãî-

÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî 1 +
√
2 ÿâëÿåòñÿ òàêæå êîðíåì

ìíîãî÷ëåíà (x − (1 +
√
2))(x − (1 −

√
2)) = x2 − 2x − 1. Ïîäåëèì ìíîãî÷ëåí P (x) íà

x2− 2x− 1 â ñòîëáèê, ïîëó÷èì â îñòàòêå íåêèé ìíîãî÷ëåí ax+ b íå áîëåå ÷åì ïåðâîé
ñòåïåíè ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè: P (x) = Q(x)(x2 − 2x− 1) + ax+ b. Ïîä-
ñòàâèì â ýòî ðàâåíñòâî x = 1 +

√
2. Ïîëó÷èì, ÷òî a(1 +

√
2) + b = 0, îòêóäà, òàê êàê

1 +
√
2 èððàöèîíàëüíî, a = 0, à çíà÷èò è b = 0. Ïîýòîìó P (x) äåëèòñÿ íà x2 − 2x− 1,

à çíà÷èò èìååò êîðíåì òàêæå è ÷èñëî 1−
√
2.

Äîêàæåì òåïåðü óòâåðæäåíèå çàäà÷è. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êâàäðàò ðàçðåçàí íà ïðÿ-
ìîóãîëüíèêè ñ îòíîøåíèÿìè ñòîðîí 1 +

√
2 è 1

1+
√
2
. Ðàñòÿíåì åãî â 1 +

√
2 ðàç ïî

ãîðèçîíòàëè. Ïîëó÷èì ðàçðåçàíèå ïðÿìîóãîëüíèêà ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí 1 +
√
2. Ðàñ-

ñìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ýëåêòðè÷åñêóþ öåïü. Îíà ñîñòîèò èç ðåçèñòîðîâ ñîïðîòèâ-
ëåíèåì 1 è (1 +

√
2)2, è èìååò ñîïðîòèâëåíèå 1 +

√
2. Ñîãëàñíî òåîðåìå î ñîïðîòèâ-

ëåíèè öåïè, íàéäóòñÿ òàêèå ìíîãî÷ëåíû p(x) è q(x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ÷òî

1+
√
2 = p((1+

√
2)2)

q((1+
√
2)2)

. Çíà÷èò, q((1+
√
2)2) · (1+

√
2)− p((1+

√
2)2) = 0. Ñîãëàñíî ïðåäû-

äóùåé ëåììå, q((1−
√
2)2) · (1−

√
2)− p((1−

√
2)2) = 0, òî åñòü p((1−

√
2)2)

q((1−
√
2)2)

= 1−
√
2.

Çàìåíèì òåïåðü â íàøåé öåïè âñå ðåçèñòîðû ñîïðîòèâëåíèåì (1 +
√
2)2 íà ðåçèñòî-

ðû ñîïðîòèâëåíèåì (1 −
√
2)2. Ñîïðîòèâëåíèå ïîëó÷åííîé öåïè ðàâíî p((1−

√
2)2)

q((1−
√
2)2)

. Ïî

äîêàçàííîìó âûøå, ýòî ÷èñëî ðàâíî 1−
√
2. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ñîïðîòèâëåíèå öåïè èç

ðåçèñòîðîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñîïðîòèâëåíèÿìè îòðèöàòåëüíî. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò çà-
äà÷å 2.1.7. Çíà÷èò, òðåáóåìîå ðàçðåçàíèå íåâîçìîæíî. Óòâåðæäåíèå çàäà÷è äîêàçàíî.

2.2.5 Ñì., íàïðèìåð, ñòàòüè [9, 15, 2].
2.2.7 Çàìå÷àíèå. Ïîñìîòðèì âíèìàòåëüíî íà ðàññóæäåíèå èç ðåøåíèÿ çàäà÷è 2.2.4(B).
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Ïðîòèâîðå÷èå âîçíèêëî èç-çà òîãî, ÷òî ÷èñëî 1−
√
2, àëãåáðàè÷åñêè ñîïðÿæåííîå ÷èñ-

ëó R = 1+
√
2, îòðèöàòåëüíî. (×èñëî z íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè ñîïðÿæåííûì ÷èñëó

R, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè ñ öåëûìè êîýôôèöè-
åíòàìè, èìåþùåãî êîðåíü R.) Ýòî � ïðîÿâëåíèå ñëåäóþùåé îáùåé çàêîíîìåðíîñòè:

Òåîðåìà Ëàñêîâè÷à�Ðèííà�Ñåêåðåøà�Ôðàéëèíãà (1994) [11, 13] Äëÿ ÷èñëà
R > 0 ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) Êâàäðàò ìîæíî ðàçðåçàòü íà ïðÿìîóãîëüíèêè ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí R è 1

R .
2) Äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ci âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

c1R +
1

c2R +
1

c3R + · · ·+
1

cnR

= 1.

3) ×èñëî R ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïðè-
÷åì âñå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, àëãåáðàè÷åñêè ñîïðÿæåííûå ÷èñëó R, èìåþò ïîëîæè-
òåëüíóþ äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû âûõîäèò çà ðàìêè íàñòîÿùåãî êóðñà. Îòìåòèì òîëü-
êî, ÷òî åå ìîæíî äîêàçàòü â öåëîì àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé çàäà÷å, èñïîëüçóÿ öåïè
ïåðåìåííîãî òîêà [15].

3.3. Áëàãîäàðíîñòè

Áîëüøèíñòâî çàäà÷ ÷àñòåé 1 è 2 çàèìñòâîâàíû èç ñòàòüè Ï. Äîéëÿ è Äæ. Ñíåëë [9],
à òàêæå àâòîðà è Ì. Ïðàñîëîâà [14], ñîîòâåòñòâåííî. Ðåøåíèÿ çàäà÷ ÷àñòè 1 çàèìñòâî-
âàíû èç [3].

4. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] À. Âàðëàìîâ, Ïðàâèëà Êèðõãîôà, Êâàíò ¹1 (1985).

[2] Î. Ëÿøêî, Ïî÷åìó íå óìåíüøèòñÿ ñîïðîòèâëåíèå, Êâàíò (1985).

[3] D. Baranov, A. Ustinov, M. Skopenkov, Random walks through electric networks, 22th
Summer conference of the International mathematical Tournament of towns, http:
//olympiads.mccme.ru/lktg/2010/4/index.htm.

[4] I. Benjamini and O. Schramm, Random walks and harmonic functions on in�nite planar
graphs using square tilings, Ann. Prob. 24:3 (1996), 1219�1238.

[5] R. L. Brooks, C. A. B. Smith, A. H. Stone, and W. T. Tutte, The dissection of rectangles
into squares, Duke Math. J. 7 (1940), 312�340.

[6] J. Cannon, W. Floyd, W. Parry, Squaring rectangles: the �nite Riemann mapping
theorem, Contemp. Math. 169 (1994), 133�211.

21

http://olympiads.mccme.ru/lktg/2010/4/index.htm
http://olympiads.mccme.ru/lktg/2010/4/index.htm


[7] R. Courant, K. Friedrichs, H. Lewy, �Uber die partiellen Di�erenzengleichungen der
mathematischen Physik, Math. Ann., 100, (1928), 32�74. English transl.: IBM Journal
(1967), 215�234. Russian transl.: Russ. Math. Surveys 8 (1941), 125�160. http://www.
stanford.edu/class/cme324/classics/courant-friedrichs-lewy.pdf

[8] M. Dehn, �uber die Zerlegung von Rechtecken in Rechtecke, Math. Ann. 57 (1903), 314�
332 (in German).

[9] P. G. Doyle and J. L. Snell, Random walks and electric networks, Mathematical
Association of America, 1984, http://arxiv.org/abs/math.PR/0001057.

[10] R. M. Foster, Academic and Theoretical Aspects of Circuit Theory, Proc. IRE 50:5
(1962), 866�871.

[11] C. Freiling and D. Rinne, Tiling a square with similar rectangles, Math. Res. Lett. 1
(1994), 547�558.

[12] R. Kenyon, Tilings and discrete Dirichlet problems, Israel J. Math. 105:1 (1998), 61�
84.

[13] M. Laczkovich and G. Szekeres, Tiling of the square with similar rectangles,
Discr. Comp. Geom. 13 (1995), 569�572.

[14] M. Prasolov and M. Skopenkov, Dissections of a metal rectangle, Kvant (2011) (in
Russian), submitted, http://arxiv.org/abs/1011.3180.

[15] M. Prasolov and M. Skopenkov, Tilings by rectangles and alternating current, J.
Combin. Theory A 118:3 (2011), 920�937, http://arxiv.org/abs/1002.1356.

[16] F. Spitzer, Principles of random walks, Springer�Verlag, 1976.

22

http://www.stanford.edu/class/cme324/classics/courant-friedrichs-lewy.pdf
http://www.stanford.edu/class/cme324/classics/courant-friedrichs-lewy.pdf
http://arxiv.org/abs/math.PR/0001057
http://arxiv.org/abs/1011.3180
http://arxiv.org/abs/1002.1356

