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Любая наука достигает совершенства,
только когда она выражается языком
математики.

6я проблема Гильберта:
Дать математическую формулировку
физики.



Физика
Классическая
механика

Квантовая механика

Фазовое
пространство

Симплектическое
многообразие M

Проективизация P(V ),
V—гильбертово
пространство над C

Наблюдаемая Функция A:M→C
Нормальный оператор
bA: V →V ; AA∗=A∗A

Значение
наблюдаемой
в данном
состоянии

A(x)

Случайная величина ω
с распределением

p

�
ω∈Ω⊂C

�
= (E

Ω
(A) ψ, ψ)

Энергия Функция H:M→R
Самосопряжённый
оператор bH: V →V

Уравнения
движения

ẋ=s-gradH

или

Ȧ= {H, A}

ψ̇=
2πi

h
bHψ

или

Ȧ=
2πi

h
[ bH, bA]



Аксиомы квантования (Dirac)

1. b1=1 (слева—функция, тождественно рав-
ная 1, справа— единичный оператор)

2. (λA+µB)b= λ bA+µ bB; (A)b= ( bA)∗

3. {A, B}b= 2πi
h
[ bA, bB]; [ bp; bq ] = h

2πi
·1

4. {A
1
, . . ., An}—полный набор наблюдаемых

({Ai, B}=0 ∀ i ⇒ B=const)
⇓

{ bA1, . . ., bAn}—полный набор наблюдаемых

([ bAi,
bB] =0 ∀ i ⇒ B=scalar)



П р и м е р
M=R2

с координатами p, q

σ=dp∧dq

H=
1

2
(p2+q2)

ṗ=−q
Период T=2π

q̇=p

V =L2(R, dx)

bpψ= h

2πi

dψ

dx

(bqψ)(x) =x ψ(x)
bH= 1

2
(bp2+ bq2)

Собственные значения
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Собственные функции

ψn=Pn(x) e
−
πx2

h
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Многообразия, карты, атласы, гладкость
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:
θ1=θ2 сверху

θ
1
=θ

2
+2π снизу

Вопрос: M=поверхность куба.
Рассмотрим атлас из восьми карт
(проекций вдоль диагоналей).
Какова гладкость этого атласа?

(x, y, z)

Сфера S2: x2+y2+ z2= r2

σ=
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z
=
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x
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Векторные поля и дифференциальные формы

ξ=ai(x) ∂i, ξ(f ·g) = ξf ·g+f · ξg, ξ= ẋ(t)

ω=ω
i1i2 ... ik

(x) dxi1 ∧dxi2 ∧ . . .∧dxik

Ωk(M)×Ωl(M)→Ωk+l(M)

VectM×Ωk(M)→Ωk+1(M): ξ, ω→ ιξ ω

ω=ω
i
dxi L

ξ
ω=ω

i
ai∈Ω0=C∞(M)

ι
ξ
(ω
1
∧ω

2
) = ι

ξ
ω
1
∧ω

2
+ (−1)deg ω1ω

1
∧ ι

ξ
ω
2

d: Ωk(M)→Ωk+1(M)

df=∂
n
fdxk, d(ω

1
∧ω

2
) =dω

1
∧ω

2
+ (−1)deg ω1ω

1
∧dω
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[d, ι
ξ
] :=d ◦ ι

ξ
+ ι

ξ
◦d=:L

ξ
(формула Картана)



Оператор Ли

Поле ξ определяет поток x(t),

задаваемый уравнением ẋ(t) = ξ(x(t))

Обозначение: x(t)= exp tξ ·x(0)

Для любого геометрического объекта T

L
ξ
T=

d

dt
(exp ξt ·T)

���
t=0



Симплектические многообразия

(M, σ) σ= σij(x) dx
i∧dxj

dσ=∂
k
σ
ij
(x) dxk∧dxi∧dxj=0

i j k

∂
k
σ
ij
=0

‖σij(x)‖
−1=: ‖cij(x)‖ c= cij(x) ∂i∧∂j, ∂i=

∂

∂xi

s-grad f := cij ∂
i
f ∂

j

{f, g}= cij(x) ∂if ∂j g (скобка Пуассона)

s-gradf·g=− s-gradg·f=σ(s-gradf, s-gradg)



Симплектические поля
(M, σ)—симплектическое многообразие, т. е.

σ∈Ω2(M), dσ=0. Поле ξ называется

симплектическим, если L
ξ
σ=0 (exp tξ · σ≡ σ).

Тогда dιξσ=Lξσ− ιξdσ=0.

Поэтому локально

ιξσ=df, f∈C
∞(M) ⇐⇒ ξ=s-grad f

Если f существует глобально, поле называется

гамильтоновым.

Пример: M=R2, σ=dx∧dy, ξ=x∂
y
−y∂

x
f=arctg

y

x



Предквантование
bA=A+ 2πi

h
s ·grad A+θ(s ·grad A)

Ковариантное дифференцирование сечений

в линейных расслоениях со связностью

R→E⊃F(U) =U ×R

↓p ↓p
−−
→
s

B⊃ U

∇ξ φ · s= ξφ · s+φ ∇ξ s

На U
α
есть сечение s

α
6=0

∇
ξ
s
α
=θ

α
(ξ) s

α

sα= cαβ sβ на Uα ∩Uβ θα=θβ+d log cαβ

dθα=dθβ= σ=: curv ∇

bA=A+ 2πi
h
∇
s-grad A

curv ∇= σ


