
Ëåêöèß 1. Òîœåœíûå ãðóïïû, òåîðèß

ïðåäñòàâëåíèé è ðàñùåïëåíèå óðîâíåé

Îïèñàíèå: â ýòîé ëåêöèè áóäåò êðàòêî ðàññêàçàíî, œòî òàêîå ãðóïïà,
ïðèâåäåíû ïðèìåðû ãðóïï, âñòðåœàþùèõñß â ôèçèêå è õèìèè. Çàòåì
èñïîëüçóß òåîðèþ ïðåäñòàâëåíèé, ìû ïîëóœèì ðàñùåïëåíèå d-îðáèòàëåé â
êðèñòàëëèœåñêîì ïîëå.

0. Î œĳì ýòîò ìèíèêóðñ, èëè îòêóäà áåðóòñß ãðóïïû â ôèçèêå è õèìèè

Îñíîâíîå ìåñòî âîçíèêíîâåíèß ãðóïï - ñèììåòðèè, áóäü òî ßâíûå ñèììåòðèè ðåàëüíûõ
îáúåêòîâ, èëè æå ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ â óðàâíåíèßõ. Êàê áû òî íè áûëî, íàëèœèå òàêèõ
ãðóïï ïîçâîëßåò äåëàòü íåêîòîðûå âûâîäû î òåõ îáúåêòàõ, ñ êîòîðûìè ìû ñòàëêèâàåìñß.
Öåëü äàííîãî êóðñà - äàòü åãî ñëóøàòåëßì ïðåäñòàâëåíèå î òîì, êàê ôèçèêè è õèìèêè ìîãóò
èñïîëüçîâàòü àïïàðàò òåîðèè ãðóïï, è ïîëóœàòü áîëüøîå êîëèœåñòâî äàííûõ, íå ïðîâîäß
íèêàêèõ ýêñïåðèìåíòîâ.

1. Îïåðàöèè ñèììåòðèè äëß ìíîãîãðàííèêîâ

Îïåðàöèß ñèììåòðèè - îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäßùåå ìíîãîãðàííèê (èëè äðóãîé îáúåêò) â ñåáß.

Ïðèìåð 1. Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå (äëß âñåõ), îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè èëè
òîœêè (äëß öåíòðîñèììåòðèœíûõ ôèãóð), îñü ñèììåòðèè.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê M íà ïëîñêîñòè, òîãäà çàìåòèì, œòî â
êàœåñòâå îïåðàöèè ñèììåòðèè âûñòóïàþò îòðàæåíèß â ïëîñêîñòè è ïîâîðîòû, åñëè n - œĳòíîå,
òî ïðèñóòñòâóåò öåíòð ñèììåòðèè.

Ïîçæå ìû îïèøåì ýòó ãðóïïó ìàòåìàòèœåñêè.

2. Êðàòêèé ýêñêóðñ â òåîðèþ ãðóïï

Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîæåñòâî G ñ áèíàðíîé îïåðàöèåé óìíîæåíèß, ñîïîñòàâëßþùàß ïàðå
ýëåìåíòîâ x, y∈G òðåòèé ýëåìåíò xy â G, íàçûâàåìûé èõ ïðîèçâåäåíèåì, íàçâàåòñß
ãðóïïîé, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. óìíîæåíèå àññîöèàòèâíî,

2. ñóùåñòâóåò 1,

3. ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ýëåìåíò x -1.

Çàìåœàíèå 4. Ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè, âûøåïðèâåäĳííàß
ãðóïïà ñèììåòðèåé (ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè), ãðóïïà ìàòðèö (ñî ñëîæåíèåì), ãðóïïà
íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö (ñ óìíîæåíèåì) è ò.ä. è ò.ï.

Çàìåòêà 5. Íàì ïîíàäîáßòñß ðàçëèœíûå ôàêòû:

1. Îïðåäåëèòåëü îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö ðàâåí ±1.

2. Òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå ãðóïï.

Í. Êóðíîñîâ, Òåîðèß ãðóïï â ôèçèêå è õèìèè, Äóáíà, 2013
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Äðóãèì âàæíûì ïðèìåðîì ãðóïïû ßâëßåòñß ãðóïïà äâèæåíèé åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà
(âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëßðíûì ïðîèçâåäåíèåì). Äâèæåíèåì (èçîìåòðèåé)
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñß îòîáðàæåíèå Φ: E→E, ñîõðàíßþùåå ðàññòîßíèå
ìåæäó ëþáûìè âåêòîðàìè. Äâèæåíèå Φ íàçûâàåòñß ñîáñòâåííûì, åñëè òàêèì ßâëßåòñß ϕ.
Ñîáñòâåííûå äâèæåíèß îáðàçóþò ïîäãðóïïó.

Èìååò ìåñòî âàæíàß êëàññèôèöèðóþùàß

Òåîðåìà 6. Ïðåîáðàçîâàíèå Φ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E ßâëßåòñß äâèæåíèåì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð ϕ è âåêòîð f, œòî Φ(x)=ϕ(x)+
f äëß âñåõ x∈E.

Äîêàçàòåëüñòâî. (íàáðîñîê)

1. Â îäíó ñòîðîíó ýòî îœåâèäíî (ëþáîé ñäâèã åñòü äâèæåíèå).

2. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ äâèæåíèé - äâèæåíèå.

3. Ëþáîå äâèæåíèå ßâëßåòñß ïðîèçâåäåíèåì ñäâèãà è äðóãîãî äâèæåíèß, ñîõðàíßþùåãî
íåïîäâèæíîé íåêîòîðóþ òîœêó. Ýòî âòîðîå äâèæåíèå - àôôèíîå ñ îðòîãîíàëüíîé ëèíåéíîé
œàñòüþ.

4. Îïðåäåëèì îðòîãîíàëüíóþ œàñòü äâèæåíèß g ñëåäóþùèì îáðàçîì: Gx = Ag(A+x), ãäå
g(A)=A. �

Ïðèìåð 7. Âíîâü âåðíĳìñß ê íàøåìó ïðèìåðó ñ ïðàâèëüíûì ìíîãîóãîëüíèêîì. Óêàæåì
ßâíûé âèä ýëåìåíòîâ èç ýòîé ãðóïïû. Ïîëîæèì

a=





cos
2π

n
−sin

2π

n

sin
2π

n
cos

2π

n



, b=

(

1 0
0 −1

)

.

Çàìåòèì, œòî ìàòðèöà a ßâëßåòñß ìàòðèöåé ïîâîðîòà íà óãîë
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ìàòðèöà b - ìàòðèöåé çåðêàëüíîãî îòðàæåíèß îòíîñèòåëüíî îñè 0X. Ïîêàæåì, œòîDn ñîñòîèò
èç ýëåìåíòîâ:

1, a, a2,	 , an−1, b, ba,	 , ban−1.

Ò.å. ïîðßäîê Dn ðàâåí 2n, êðîìå òîãî an=1, (ba2) = 1.

Çàìåòèì, œòî ïðè ëþáûõ äåéñòâèßõ ñèììåòðèè íà ìåñòå îñòàĳòñß öåíòð n-óãîëüíèêà, òîãäà ïî
ïðèâåäĳííîé òåîðåìå - êàæäûé ýëåìåíò ßâëßåòñß îðòîãîíàëüíûì îïåðàòîðîì. Åñëè îïåðàòîð

ñîáñòâåííûé, òî îí ñîâïàäàåò ñ ýëåìåíòîì
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òî bϕ èìååò îïðåäåëèòåëü 1, ò.å. bϕ = ak äëß íåêîòîðîãî k, äîìíîæàß íà b ñëåâà, ïîëóœèì,
œòî ϕ= bak.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü âñå äâèæåíèß òðĳõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ñîõðàíßþùèå ïëîñêèé
ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê, òî äîáàâèòñß åùĳ îïåðàöèß îòðàæåíèß îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè,
ýòî áóäåò ãðóïïà Dnh.

Îïðåäåëåíèå 8. Ãðóïïà G ßâëßåòñß ïðßìûì ïðîèçâåäåíèåì ïîäãðóïï G1, 	 , Gn, åñëè
âûïîëíßþòñß ñëåäóþùèå óñëîâèß:

1. êàæäàß ïîäãðóïïà Gi íîðìàëüíà â G,

2. êàæäûé ýëåìåíò g ∈G èìååò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèß g =
g1g2 ···gn, ãäå gi∈Gi.

Í. Êóðíîñîâ, Òåîðèß ãðóïï â ôèçèêå è õèìèè, Äóáíà, 2013
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Ìîæíî îïðåäåëßòü, êàê ìíîæåñòâî ñ ïðîèçâåäåíèåì

(g1,	 , gn) · (h1,	 , hn)= (g1h1,	 , gnhn).

Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü â ãðóïïå G çàäàíû äâå ïîäãðóïïû H è N, ïðèœĳì ïîäãðóïïà H
íîðìàëüíà â G è êàæäûé ýëåìåíò G îäíîçíàœíî ïðåäñòàâëßåòñß â âèäå ïðîèçâåäåíèß g=nh.
Â ýòîì ñëóœàå ãîâîðßò, œòî ãðóïïà G ïðåäñòàâëßåòñß â âèäå ïîëóïðßìîãî ïðîèçâåäåíèß
G=N⋋H.

Ïðèìåð 10. Ðàññìîòðèì ãðóïïó S4. Ïîäãðóïïà S3 – ïåðåñòàíîâîê, ñîõðàíßþùèõ íà ìåñòå
œèñëî 4, íå ßâëßåòñß íîðìàëüíîé â S4. Òîãäà âîçüìĳì S3 â êàœåñòâå H , à â êàœåñòâå ãðóïïû
N – ãðóïïó Êëåéíà V4. Òîãäà ëåãêî çàìåòèòü, œòî S4=V4⋋S3.

3. Ãðóïïû ñèììåòðèé ìîëåêóë

Â õèìèè âàæíûì îáúĳêòîì ßâëßþòñß ìîëåêóëû. Ïî-ïðîñòîìó, ìîëåêóëà - íàáîð àòîìîâ,
ñîåäèíĳííûõ õèìèœåñêîé ñâßçüþ, íå èìåþùàß çàðßäà è ßâëßþùàßñß íàèìåíüøåé œàñòèöåé
õèìèœåñêîãî âåùåñòâà. Ãðóïïû ñèììåòðèé “æĳñòêèõ” ìîëåêóë è ìîëåêóëßðíûõ ôðàãìåíòîâ
ñîâïàäàþò ñ ãðóïïàìè ñèììåòðèé êîíåœíûõ ãåîìåòðèœåñêèõ ôèãóð. Ãðóïïû ñèììåòðèé
ãåîìåòðèœåñêèõ ôèãóð íàçûâàþòñß òîœåœíûìè ãðóïïàìè.

Ïðèìåð 11. Ãðóïïà ñèììåòðèé òåòðàýäðà T . Ïðîíóìåðóåì âåðøèíû òåòðàýäðà œèñëàìè
1, 2, 3, 4. Êàæäîå äâèæåíèå f ∈ Sym(T ) ïåðåñòàâëßåò âåðøèíû, ò.å. çàäàĳò íåêîòîðóþ
ïåðåñòàíîâêó. Êàê èçâåñòíî, ëþáàß ïåðåñòàíîâêà ßâëßåòñß ïðîèçâåäåíèåì òðàíñïîçèöèé.
Ìîæíî êàæäîé òðàíñïîçèöèè ñîïîñòàâèòü ýëåìåíò ñèììåòðèè. Íàïðèìåð, òðàíñïîçèöèè (1,
2) ñîîòâåòñòâóåò îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé ðåáðî {3, 4} è ñåðåäèíó
ðåáðà {1, 2}.

Òîœåœíûå ãðóïïû è èõ îïåðàöèè ñèììåòðèè èãðàþò âàæíåéøóþ ðîëü â õèìèè è ôèçèêå, äëß
îáîçíàœåíèß ãðóïï ñóùåñòâóåò äâå îñíîâíûå ñèñòåìû Øĳíôëèñà è Ãåðìàíà-Ìîãåíà.

Îñíîâíûå îïåðàöèè ñèììåòðèè:

1. ïîâîðîò íà óãîë
2π

n
k,

2. çåðêóëüíî-ïîâîðîòíàß îñü Sn (êîìïîçèöèß ïîâîðîòà íà óãîë
2π

n
âîêðóã âûáðàííîé îñè

ñ îòðàæåíèåì â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëßðíîé ýòîé îñè è ïðîõîäßùåé œåðåç íàœàëî
êîîðäèíàò,

3. ïëîñêîñòü çåðêàëüíîãî îòðàæåíèß σ,

4. öåíòð èíâåðñèè i.

Èç óæå óïîìßíóòîãî âûøå ðàçëîæåíèß îðòîãîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ â áëîœíî-äèàãîíàëüíûé
âèä äðóãèõ îïåðàöèé ñèììåòðèè íå áûâàåò. Òåïåðü íàøà çàäàœà íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ
óâèäåòü, êàêèå òîœåœíûå ãðóïïû áûâàþò è, êàê ýòî â äàëüíåéøåì âëèßåò íà ñâîéñòâà
ìîëåêóë.

Äëß óäîáñòâà áóäåì ðàçäåëßòü ïëîñêîñòè íà òðè òèïà, èñïîëüçóß äëß íèõ ñëåäóþùèå
îáîçíàœåíèß: σv îáîçíàœàåò ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùóþ îñü íàèáîëüøåé ñèììåòðèè, σh –
ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëßðíóþ îñè íàèáîëüøåé ñèììåòðèè, σd – âåðòèêàëüíàß ïëîñêîñòü,
äåëßùàß ïîïîëàì óãîë ìåæäó îñßìè âòîðîãî ïîðßäêà, ïåðïåíäèêóëßðíûìè îñè íàèâûñøåé
ñèììåòðèè (äèàãîíàëüíàß).

Êðàòêî êëàññèôèöèðóåì âñå òîœåœíûå ãðóïïû:

• íèçøàß êàòåãîðèß ñèììåòðèè. Òîœåœíûå ãðóïïû ñîñòàâëåííûå èç ýëåìåíòîâ âòîðîãî
ïîðßäêà. Òàêèõ ãðóïï - 7 (C2, Ci, Cs, C2h, C2v, D2, D2h),

Í. Êóðíîñîâ, Òåîðèß ãðóïï â ôèçèêå è õèìèè, Äóáíà, 2013
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• ñðåäíßß êàòåãîðèß ñèììåòðèè. Ê ýòîé êàòåãîðèè îòíîñßòñß ãðóïïû ñ îäíîé ïîâîðîòíîé
èëè çåðêàëüíî-ïîâîðîòíîé îñüþ ïîðßäêà âûøå 2. Ýòè ãðóïïû ìîæíî ðàçäåëèòü íà
ñåìü ñåìåéñòâ: Cn, Sn, Cnh, Cnv, Dn, Dnh, Dnd.

Çàìåœàíèå 12. Îœåâèäíî, œòî ãðóïïû ñåìåéñòâà Cnh ßâëßþòñß ïðßìûìè
ïðîèçâåäåíèßìè âèäà Cn×Cs.

Âûøå ìû ðàçáèðàëè ãðóïïû äèýäðà (ãðóïïó ñèììåòðèé ïëîñêîãî ïðàâèëüíîãî n-
óãîëüíèêà). Ãðóïïû Cnv è Dn èçîìîðôíû ýòîé ãðóïïå1.

Ãðóïïû ñåìåéñòâà Dnd ìîæíî ïîëóœèòü èç ãðóïï Dn èëè Cnv, åñëè äîáàâèòü
âåðòèêàëüíóþ ïëîñêîñòü σd èëè îñü âòîðîãî ïîðßäêà, ïðîõîäßùóþ ïåðïåíäèêóëßðíî
ãëàâíîé îñè ïîñåðåäèíå ìåæäó ñîñåäíèìè ïëîñêîñòßìè.

• âûñøàß êàòåãîðèß ñèììåòðèè. Ê ýòîé êàòåãîðèè îòíîñßòñß 7 ãðóïï
(T , Th, Td, O, Oh, I , Ih), â êàæäîé èç êîòîðûõ èìåþòñß áîëåå îäíîé îñè òðåòüåãî
ïîðßäêà, ïåðåñåêàþùèõñß â îäíîé òîœêå.

Ãðóïïà Th ïîëóœàåòñß èç ãðóïïû T äîáàâëåíèåì öåíòðà èíâåðñèè, ãðóïïà Td –
ïëîñêîñòåé σd.

1. Íà ñàìîì äåëå, êàê ìîæíî çàìåòèòü, Cnv=Cn⋋Cs è Dn=Cn⋋C2.

Í. Êóðíîñîâ, Òåîðèß ãðóïï â ôèçèêå è õèìèè, Äóáíà, 2013
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Çàìåœàíèå 13. Ãðóïïà Td èçîìîðôíà (òàêæå êàê è ãðóïïà O) ãðóïïå ïåðåñòàíîâîê
S4. Ïðè ýòîì ãðóïïà œĳòíûõ ïåðåñòàíîâîê èçîìîðôíà T .

Ïîìèìî âûøåïåðåœèñëåííûõ êîíåœíûõ ãðóïï ìîëåêóëû ìîãóò èìåòü áîëüøå ýëåìåíòîâ
ñèììåòðèè. Â œàñòíîñòè, ëèíåéíûå ìîëåêóëû (âñå àòîìû êîòîðûõ ðàñïîëàãàþòñß íà îäíîé
ëèíèè). Ýòî ãðóïïû C∞v è D∞h.

4. Îñíîâû òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé êîíåœíûõ ãðóïï

Êîðîòêî ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå îïðåäåëåíèß è óòâåðæäåíèß, êîòîðûå íàì ïîíàäîáßòñß äëß
èçóœåíèß âåùåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 14. Ëåâûì ñìåæíûì êëàññîì gH ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå H íàçûâàþò
ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ {gh, h∈H }.

Òåîðåìà 15. (Ëàãðàíæ) Ïóñòü H - ïîäãðóïïà êîíåœíîé ãðóïïû G. Òîãäà |G|= |H |n, ãäå n
- œèñëî ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå H.

Äâà ýëåìåíòà x, y ãðóïïû G ñîïðßæåíû, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò â ãðóïïå G, œòî x=
gyg-1. Ìíîæåñòâî âñåõ âçàèìíî ñîïðßæĳííûõ ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñß êëàññîì ñîïðßæĳííûõ
ýëåìåíòîâ.

Ïðèìåð 16. Ãðóïïà äèýäðà Dn ïðè œĳòíîì n=2m èìååò ñëåäóþùèå êëàññû ñîïðßæĳííûõ
ýëåìåíòîâ:

{1}, {a, an−1},	 , {am−1, am+1}, am, {b, ba2,	 , ba2m−2}, {ba,	 , ba2m−1},

ïðè ýòîì ýëåìåíòû êëàññà {b, b a2, 	 , b a2m−2} – îòâåœàþò çåðêàëüíûì îòðàæåíèßì
îòíîñèòåëüíî ïðßìûõ, êîòîðûå ñîåäèíßþò ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû n-óãîëüíèêà,
à {b a, 	 , b a2m−1} – îòðàæåíèßìè îòíîñèòåëüíî ïðßìûõ, ñîåäèíßþùèõ ñåðåäèíû
ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí.

Ïðè íåœĳòíîì n = 2m + 1 ìîæíî çàìåòèòü, œòî îòäåëüíûìè êëàññàìè ñîïðßæĳííîñòè
ßâëßþòñß {1}, {a, an−1},	 , {am, am+1}, {b, ba,	 , ba2m}.

Ïóñòü V – âåùåñòâåííîå èëè êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, òîãäà äëß çàäàííîé
ãðóïïû G åĳ ïðåäñòàâëåíèåì â ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåòñß ãîìîìîðôèçì ãðóïï ρ:G→GL(V ).
Ðàçìåðíîñòüþ ïðåäñòàâëåíèß ρ íàçûâàåòñß ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà V .

Ýêâèâàëåíòíûìè íàçûâàþò äâà ïðåäñòàâëåíèß ρ: G→GL(V ) è τ : G→GL(W ), òàêèå œòî
ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ξ:V →W , îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì:

ξ[ρg(v)] = τg[ξ(v)],

äëß âñåõ g∈G, v∈V .

Çàìåœàíèå 17. Ëþáîå êîíåœíîìåðíîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå êîíåœíîé ãðóïïû G

ýêâèâàëåíòíî óíèòàðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ. Œòîáû çàìåòèòü ýòî – íàäî çàïèñàòü â V ñêàëßðíîå

ïðîèçâåäåíèå [x, y] =
1

|G|

∑

g∈G
(ρgx, ρgy).

Âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé êîíåœíûõ ãðóïï èãðàåò ðåãóëßðíîå ïðåäñòàâëåíèå
ãðóïïû G. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì èç âñåõ ýëåìåíòîâ G. Ïîëîæèì
ρg(eh) = egh äëß ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G. Ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðåäñòàâëåíèß, îœåâèäíî,
ñîâïàäàåò ñ ïîðßäêîì ãðóïïû G.
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Òåîðåìà 18. (Ìàøêå). Ëþáîå êîíåœíîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå êîíåœíîé ãðóïïû âïîëíå
ïðèâîäèìî, ò.å. ðàñêëàäûâàåòñß â ïðßìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. (íàáðîñîê)

Â ñèëó óòâåðæäåíèß âûøå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îðòîãîíàëüíûå (óíèòàðíûå)
ïðåäñòàâëåíèß. Äàëåå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñß ïî èíäóêöèè. Äëß ýòîãî âûáåðåì â V

èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W íàèìåíüøåé íåíóëåâîé ðàçìåðíîñòè, òîãäà V = W ⊕
W⊥, ãäå W⊥ – òàêæå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî âñåõ îïåðàòîðîâ ρg. Äàëåå ïðèìåíßåì
ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. �
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