
Ëåêöèß 3. Ïðèìåíåíèå òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé

òîœåœíûõ ãðóïï äëß ìîëåêóë. À œòî îòëèœàåòñß

â êðèñòàëëàõ?
Îïèñàíèå: Ýòà ëåêöèß ïîêàçûâàåò, êàê ââåäĳííûé íàìè â ïåðâûõ äâóõ ëåêöèßõ
àïïàðàò òåîðèè ãðóïï ìîæåò áûòü ïðèìåíĳí äëß îïèñàíèß ðàçëèœíûõ ñâîéñòâ
ìîëåêóë. Äëß ýòîãî ìû ïîéìĳì, êàê ïîëóœàòü ïðåäñòàâëåíèß òîœåœíûõ ãðóïï.
À çàòåì íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ ïîëóœèì êðàñèâûå è íàãëßäíûå ðåçóëüòàòû.

Â êîíöå ëåêöèè ß ñêàæó íåñêîëüêî ñëîâ î îïåðàòîðå òðàíñëßöèè è ðåøĳòêàõ.

6. Ïðèìåíåíèß òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé òîœåœíûõ ãðóïï: ðàñùåïëåíèå
îðáèòàëåé, ìîëåêóëßðíûå îðáèòàëè, êîëåáàòåëüíàß ñïåêòðîñêîïèß
(ïðîäîëæåíèå)

Óòâåðæäåíèå: Ïóñòü n1, , nr – ðàçìåðíîñòè âñåõ íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ
ïðåäñòàâëåíèé êîíåœíîé ãðóïïû G. Òîãäà n1

2+ +nr
2= |G|.

Óêàçàíèå: Ðàññìîòðåòü ðåãóëßðíîå ïðåäñòàâëåíèå è âîñïîëüçîâàòüñß òåì, œòî êðàòíîñòü
âõîæäåíèß êàæäîãî íåïðèâîäèìîãî â ðåãóëßðíîå ðàâíà ðàçìåðíîñòè ïðåäñòàâëåíèß.

Òåïåðü ïîéìĳì êàê ñòðîèòü ïðåäñòàâëåíèß òîœåœíûõ ãðóïï. Â ïåðâóþ îœåðåäü çàìåòèì,
œòî ãðóïïû Cn, Cnh, S2n – àáåëåâû, çíàœèò èõ ïðåäñòàâëåíèß îäíîìåðíû. Ñ ïåðâîé è
òðåòüåé ãðóïïîé âñĳ âîîáùå ïðîñòî – îíè öèêëèœåñêèå, çíàœèò, ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò
ïåðåõîäèò â êîðåíü n-îé ñòåïåíè èç 1. Äëß âòîðîãî òèïà ãðóïï åñòü äâà òèïà îáðàçóþùèõ

– ïîâîðîò íà
2π

n
è îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëßðíîé îñè ñèììåòðèè

äàííîé ìîëåêóëû. Êàê ëåãêî âèäåòü, ýòà ãðóïïà ßâëßåòñß ïðßìûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ãðóïï.
À çíàœèò õàðàêòåðû ïðè ýòîì ßâëßþòñß ïðîèçâåäåíèåì. Ïîëóœèòü, òàáëèöó õàðàêòåðîâ â
ýòîì ñëóœàå ñîâñåì ïðîñòî (ìû óìíîæàåì ãðóïïó Cn íà öèêëèœåñêóþ ïîðßäêà 2), ïîýòîìó
òàáëèöà õàðàêòåðîâ ñîñòîèò èç œåòûðĳõ áëîêîâ: áëîê ñîîòâåòñòâóþùèé Cn, ïîä íèì òàêîé
æå áëîê (õàðàêòåðû ñòàðûõ ýëåìåíòîâ íå ìåíßþòñß ïðè ýòîì ïðîöåññå), è ê ïåðâîìó áëîêó
ïðèïèñàí òàêé æå áëîê ñïðàâà, ñîîòâåòñòâóþùèé íîâûì ýëåìåíòàì è ïîä íèì îí æå, íî
óìíîæåííûé íà -1, ò.å. òàê:

õàðàêòåðû ýëåìåíòîâ ãðóïïû Cn õàðàêòåðû ýëåìåíòîâ ãðóïïû Cn×σh

A A

A −A

Ïðèìåð 1. Ïîëóœèì ïðåäñòàâëåíèß ãðóïïû äèýäðà D3.

Ìû çíàåì, œòî ýòà ãðóïïà èìååò äâóìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå a

�

e2πi/3 0

0 e-2πi/3

�

, b�
�

0 1
1 0

�

.

Äðóãèõ äâóìåðíûõ ó íåĳ íåò, ò.ê., âî-ïåðâûõ, ìû çíàåì, œòî ñóììà êâàäðàòîâ ðàçìåðíîñòåé
íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ðàâíà ïîðßäêó ãðóïïû, à îí ðàâåí 6, çíàœèò, ó ãðóïïû äèýäðà
îäíî äâóìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå è äâà îäíîìåðíûõ, à, âî-âòîðûõ, äëß âñåõ ïðåäñòàâëåíèé
ãðóïïû äèýäðà ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàß ýëåìåíòó a èìååò êîðíè èç 1 íà äèàãîíàëå, â

ñëóœàå D3 ïîëóœàåì, œòî ìîæåò áûòü ìàòðèöà
�

e4πi/3 0

0 e-4πi/3

�

, à îíà ñîâïàäàåò ñ ïðåäûäóùåé

ñ òîœíîñòüþ äî çàìåíû êîîðäèíàò.

Òåïåðü ïîñòðîèì îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèß, îäíî – îœåâèäíîå: òîæäåñòâåííîå (âñåì
ýëåìåíòàì ñîïîñòàâëßåòñß óìíîæåíèå íà 1), âòîðîå: ìîæåì çàìåòèòü, œòî ýëåìåò b ïåðåõîäèò
â ëèíåéíûé îïåðàòîð (óìíîæåíèå íà œèñëî â ñëóœàå îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé), êîòîðûé
â êâàäðàòå ðàâíå 1, œòîáû ïîëóœèòü íîâîå ïðåäñòàâëåíèå íàäî ïîëîæèòü b� (-1).

Ëèíåéíàß êîìáèíàöèß àòîìíûõ îðáèòàëåé (ËÊÀÎ)

Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû íàœàëè ðàçáèðàòü ñëåäóþùèé ïðèìåð, äîâåäĳì åãî äî êîíöà.
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Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ìîëåêóëó áåíçîëà (D6h ñèììåòðèß).

Ðàññìîòðèì, êàê âçàèìîäåéñòâóþò pz îðáèòàëè àòîìîâ óãëåðîäà, ñ îáðàçîâàíèåì
íîâûõ ìîëåêóëßðíûõ îðáèòàëåé, äëß ýòîãî â íàœàëå ïîñìîòðèì, êàê ïðåîáðàçóþòñß
äàííûå îðáèòàëè ïîä äåéñòâèåì ýëåìåíòîâ ñèììåòðèè íàøåé òîœåœíîé ãðóïïû, à ïîòîì
ïîëóœèâøååñß ïðåäñòàâëåíèå ðàçëîæèì íà íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû.

Òàáëèöà õàðàêòåðîâ ãðóïïû D6h ïîëóœàåòñß èç òàáëèöû õàðàêòåðîâ D6.

Ïîäðîáíåå î ïîñòðîåíèè òàáëèöû õàðàêòåðîâ äëß ïðßìîãî ïðîèçâåäåíèß ñ öèêëèœåñêîé
âòîðîãî ïîðßäêà ãîâîðèëîñü íà ëåêöèè.

Òåïåðü, íåññëîæíî çàïèñàòü, êàê âûãëßäèò òàáëèöà õàðàêòåðîâ äëß íàøåãî ïðåäñòàâëåíèß Γ
(ñîâïàäàþùåãî ñ Γa.s.):

D6h e C6
1,2 C3

1,2 C2 3C2
′ 3C2

′′ σh 2S6 2S3 i 3σv 3σd

Γ 6 0 0 0 2 0 −6 0 0 0 2 0
,

œòîáû åĳ ïîëóœèòü íåîáõîäèìî ïîñìîòðåòü êàêèå óçëû íàøåãî øåñòèóãîëüíèêà ñîõðàíßþòñß,
åñëè êàêèå-òî óçëû ñîõðàíßþòñß, òî ïîñìîòðåòü ñîõðàíßåòñß ëè ðàñïîëîæåíèå çíàêîâ
íà îðáèòàëßõ pz äàííûõ àòîìîâ (óçëîâ). Äàííûå îðáèòàëè ìîæíî ïðåäñòàâëßòü â
âèäå “ãàíòåëåê”, íàïðàâëåííûõ ïàðàëëåëüíî îñè z è èìåþùèõ ðàçíûé öâåò ñíèçó è ñâåðõó
(ðàçíûé çíàê âîëíîâîé ôóíêöèè, îïèñûâàþùåé äàííóþ îðáèòàëü).

Òîãäà Γ=A2u+B2g+E1g+E2u. Òåïåðü çàïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèå ìîëåêóëßðíûå îðáèòàëè:

ψ(a2u)=
1

6
√ (ϕ1+ + ϕ6),

ψ1(e1g)=
1

2
(ϕ1+ ϕ2− ϕ4− ϕ5),

ψ2(e1g) =
1

2 3
√ (ϕ1− ϕ2− 2ϕ3− ϕ4+ ϕ5+2ϕ6),

ψ1(e2u)=
1

2
(ϕ1− ϕ2+ ϕ4− ϕ5),

ψ2(e2u) =
1

2 3
√ (ϕ1+ ϕ2− 2ϕ3+ ϕ4+ ϕ5− 2ϕ6),

ψ(b2g)=
1

6
√ (ϕ1− ϕ2+ ϕ3− ϕ4+ ϕ5− 2ϕ6).

Ïîëóœèòü ìîëåêóëßðíûå îðáèòàëè ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîäåéñòâóåì ïðîåêòîðîì
íà çàäàííóþ îðáèòàëü ϕ1 (ìîæíî è äðóãóþ) è ïîëóœèì ñóììó îðáèòàëåé, ìåíßþùóþñß
ïî ñîîòâåòñòâåííîìó ïðåäñòàâëåíèþ, â ñëóœàå äâóìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé íåîáõîäèìî
äåéñòâîâàòü îïåðàòîðîì ïðîåêöèè íà äâå ðàçíûå îðáèòàëè – à çàòåì ñèììåòðèçîâàòü èõ:

ψ1,2(e)=
1

2
√ (Pe(ϕ1)±Pe(ϕ2)).

Ïîëóœàþùèåñß ìîëåêóëßðíûå îðáèòàëè ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå íèæå:
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Ðàñùåïëåíèå îðáèòàëåé ìåòàëëà â êðèñòàëëèœåñêîì ïîëå

Äëß íàœàëà ðàññìîòðèì èîí ìåòàëëà, âíåøíèì (çàïîëíßåìûì â äàííûé ìîìåíò)
ýëåêòðîííûì óðîâíåì ßâëßåòñß 3d, íàõîäßùèéñß âíóòðè êðèñòàëëèœåñêîé ñòðóêòóðû
îïðåäåëĳííîé òîœåœíîé ñèììåòðèè. Ýíåðãåòèœåñêîå ñîñòîßíèå òàêîãî ýëåìåíòà îïèñûâàåòñß
ãàìèëüòîíèàíîì ñëåäóþùåãî âèäà:

H=


i







pi
2

2m
-
Z2

riµ
+


j

e2

rij
+


j

ξijlisj+ γiµjiIµ







+Vcryst,

ãäå ïåðâûé œëåí îòâåœàåò êèíåòèœåñêîé ýíåðãèè, âòîðîé - êóëîíîâñêîìó âçàèìîäåéñòâèþ
ìåæäó ýëåêòðîíàìè è ßäðàìè, òðåòèé - êóëîíîâñêîìó âçàèìîäåéñòâèþ ýëåêòðîíîâ èîíà ñ
ýëåêòðîíàìè êðèñòàëëà, œåòâĳðòûé îòâåœàåò ñïèí-îðáèòàëüíîìó âçàèìîäåéñòâèþ ýëåêòðîíîâ
â èîíå è ïßòûé - ãèïåðòîíêîé ñòðóêòóðå âçàèìîäåéñòâèß ìåæäó ýëåòðîíàìè è ßäðîì èîíà.

Â çàâèñèìîñòè îò ñèëû êðèñòàëëèœåñêîãî ïîëß, ðîëü ðàçíûõ ôàêòîðîâ âûõîäèò íà ïåðâûé
ïëàí:

à) â ñëóœàå ñëàáîãî ïîëß ãëàâíóþ ðîëü èãðàåò ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå, à
êðèñòàëëèœåñêèé ïîòåíöèàë ðàññìàòðèâàåòñß êàê âîçìóùåíèå,

á) â ñëóœàå ñèëüíîãî ïîëß â ïåðâóþ îœåðåäü îñíîâíóþ ðîëü èãðàåò ïîòåíöèàë
êðèñòàëëèœåñêîãî ïîëß.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü èìåííî âòîðîé ñëóœàé.

Ñâîáîäíûé àòîì èìååò ïîëíóþ øàðîâóþ ñèììåòðèþ: ëþáîå âðàùåíèå âîêðóã ëþáîé îñè
– îïåðàöèß ñèììåòðèè. Â ýòîì ìèíèêóðñå áåñêîíåœíûå è íåïðåðûâíûå ãðóïïû íå áóäóò
ðàññìàòðèâàòüñß, ïîýòîìó ìû âîñïîëüçóåìñß íåêîòîðûìè ðåçóëüòàòàìè êâàíòîâîé ìåõàíèêè
áåç äîêàçàòåëüñòâà. Òàê, èçâåñòíî, œòî ñôåðèœåñêèå ãàðìîíèêè Ylm(θ , φ) (θ - ïîëßðíûé óãîë,
φ - àçèìóòàëüíûé óãîë) ßâëßþòñß áàçèñíûìè ôóíêöèßìè äëß ãðóïïû âñåõ âðàùåíèé:

Ylm(θ , φ)=



2l+1

4π

(l - |m|)!
(l + |m|)!



1/2

Pl
m(cos θ)eimφ,
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ãäå Pl
m(x) = (1-x2)1/2|m| d|m|

dx|m|
Pl(x) - ïîëèíîì Ëåæàíäðà, ãäå Pl(x) îòâåœàþò ñëåäóþùåé

ïðîèçâîäßùåé ôóíêöèè 1/ 1 - 2sx+x2
√

=


l=0
∞

Pl(x)s
l. Äëß ñôåðèœåñêèõ ãàðìîíèê

Yl ,–m(θ, φ)= (-1)mYlm(θ, φ).

Äëß êàæäîãî l ñôåðèœåñêèå ãàðìîíèêè çàäàþò íåœĳòíîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû
âðàùåíèé. Â œàñòíîñòè, äëß l=2 ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïßòèìåðíî.

Ôàêò. Åñëè ìû èçìåíèì îñü êâàíòîâàíèß (ïîëßðíóþ îñü), òî “íîâûå” ñôåðèœåñêèå
ãàðìîíèêè Yl′m′(θ ′, φ′) è “ñòàðûå” Ylm(θ, φ) ñâßçàíû ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì áàçèñíûõ
ôóíêöèé, åñëè l ′= l:

PRYlm′(θ ′, φ′)=


m

(DR
l )mm′Ylm(θ, φ).

Âûáîð îñè z ïðîèçâîëåí, â êàœåñòâå òàêîâîé âûáåðåì òó îñü, âîêðóã êîòîðîé ïðîèñõîäèò
âðàùåíèå.

Òîãäà PαYlm(θ, φ) = Ylm(θ , φ – α) = e–imαYlm(θ , φ). Çíàœèò ìàòðèöà ýòîãî îïåðàòîðà èìååò
äèàãîíàëüíûé âèä, íàéäĳì åĳ ñëåä:

χl(α)=


m=–l

m=+l

e–imα= e–ilα



e–i (2l+1)α – 1

e–ilα – 1



=
sin



l+
1

2



α


sin
 1

2



α


,

Òåïåðü îïðåäåëèì õàðàêòåðû, ñîîòâåòñòâóþùèå äðóãèì ýëåìåíòàì ñèììåòðèè:

− öåíòð èíâåðñèè:

PiYlm(θ , φ)=Ylm(π – θ,π – φ)= (–1)lYlm(θ , φ)

Çíàœèò, χl(i)= (–1)l(2l+1).

− çåðêàëüíî-ïîâîðîòíàß îñü:

χl(Sn) = χl(Cn/2× i)= (–1)l
sin



l+
1

2



α


sin [α/2]
.

− ïëîñêîñòü ñèììåòðèè:

χl(σ)= χl(C2× i)= (–1)lcos(πl).

Â ñëóœàå îêòàýäðèœåñêîé ñèììåòðèè ïîëóœèì (äëß l=2):

e 8C3 3C2 6C2
′ 6C4 i 3iC4

2 6iC4 6iC2
′ 8iC3

χ(Γ) 5 -1 1 1 -1 5 1 -1 1 -1

Ëåãêî ðàçëîæèòü ýòî ïðåäñòàâëåíèå â ñóììó íåïðèâîäèìûõ äëß ãðóïïû Oh: Γ=T2g+Eg.

Òåì ñàìûì, ìû ïîëóœàåì òðĳõêðàòíîâûðîæäåííûé óðîâåíü è äâóõêðàòíîâûðîæäåííûé.
Êàêîé èç íèõ âûøå ïî ýíåðãèè? Íà ýòîò âîïðîñ îòâåò äàííûìè ìåòîäàìè ìû ïîëóœèòü
íå ìîæåì. Îäíàêî, ëåãêî çàìåòèòü, œòî èç çàêîíà ñîõðàíåíèß ýíåðãèè ñëåäóåò, œòî, åñëè
ðàçíèöó â ýíåðãèßõ ìåæäó ýòèìè óðîâíßìè îáîçíàœèòü çà Δ, òî óðîâåíü T2g îòëèœàåòñß
ïî ýíåðãèè îò íàœàëüíîãî íà 2/5Δ, à Eg íà – 3/5Δ.

Ðàññìîòðèì ìîëåêóëó õèìèœåñêîãî ñîåäèíåíèß. Ïîìèìî ðàçëèœíûõ ôèçèœåñêèõ ñâîéñòâ
(òåìïåðàòóðà ïëàâëåíèß, êèïåíèß), îïðåäåëåíèå êîòîðûõ ñ äîñòàòîœíîé òîœíîñòüþ íå âñåãäà
ëåãêî, è êîòîðûå íå ßâëßþòñß óíèêàëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé äàííîãî ñîåäèíåíèß, ñóùåñòâóåò
ðßä ñâîéñòâ, êîòîðûå ïîçâîëßþò èäåíòèôèöèðîâàòü òî èëè èíîå ñîåäèíåíèå.
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Ïðàâèëà îòáîðà. ÈÊ- è ÊÐ- (Ðàìàí) ñïåêòðîñêîïèß.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð ïåðåõîäà ìîëåêóëû èç îäíîãî êâàíòîâîãî ñîñòîßíèß â äðóãîå ïîä
äåéñòâèåì ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëóœåíèß èìååò âèä:

F̂ =


ei krP̂ ·n ,

ãäå k – âîëíîâîé âåêòîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëóœåíèß, n – åäèíèœíûé âåêòîð,
ïåðïåíäèêóëßðíûé íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèß âîëíû, ò.å. ïàðàëëåëüíûé ýëåêòðèœåñêîìó

ïîëþ, à P̂ = –ih∇r – îïåðàòîð èìïóëüñà. Ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñß ïî âñåì àòîìàì â
ìîëåêóëå.

Ïîñêîëüêó ðàçìåð ìîëåêóë äîñòàòîœíî ìàë, òî ìîæíî ñœèòàòü, œòî ei kr =1, êðîìå òîãî, åñëè

ψi, ψj – êâàíòîâûå ñîñòîßíèß, òî


ψj ,
∂ψi

∂x



= –
m

h2(Ej –Ei)(ψj , xψi)1.

Òàêèì îáðàçîì, ïðàâèëà îòáîðà îïðåäåëßþòñß ïðåäñòàâëåíèßìè âåêòîðà r , êîòîðîìó
ïðîïîðöèîíàëåí äèïîëüíûé ìîìåíò (µ=er ), íà íàïðàâëåíèå ïîëß â ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíå.
Ò.å. äëß ðàçðåøĳííûõ ïåðåõîäîâ íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû ïðåäñòàâëåíèß äîëæíû áûòü
íåïðèâîäèìûìè ïðåäñòàâëåíèßìè ñäâèãîâ. Åñëè ïåðåõîä ðàçðåøĳí íå ïî âñåì êîîðäèíàòàì,

òî òàêîé ïåðåõîä íàçûâàåòñß ïîëßðèçîâàííûì. Â íåêîòîðûõ ñëóœàßõ ïðèáëèæåíèß ei kr = 1
íåäîñòàòîœíî, òîãäà ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü ðàçëàãàþò â ðßä. Â ýòîì ñëóœàå ïîëóœàþò
ýëåìåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ìóëüòèïîëüíîìó ïðèáëèæåíèþ.

Ïîìèìî ïåðåõîäîâ â ýëåêòðèœåñêîì äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè ìîãóò ïðîèñõîäèòü ïåðåõîäû
ïîä äåéñòâèåì ìàãíèòíîé êîìïîíåíòû ñâåòîâîé âîëíû. Â òàêîì ñëóœàå, ïåðâûé íåíóëåâîé
ýëåìåíò ñîäåðæèò ìàãíèòíûé äèïîëü

e

2mc
r × p , òàêèå ïåðåõîäû íàçûâàþòñß ìàãíèòíûìè

äèïîëüíûìè.

Â îáùåì ñëóœàå, ðàçðåøĳííûå ýëåêòðèœåñêèå äèïîëüíûõ ïåðåõîäîâ (èõ èíòåíñèâíîñòü
âûøå, œåì ó ìóëüòèïîëüíûõ è ìàãíèòíûõ äèïîëüíûõ) îïðåäåëßþòñß íåïðèâîäèìûìè
ïðåäñòàâëåíèßìè êîìïîíåíò âåêòîðà ñäâèãà (x, y, z) è ïîâîðîòà (Rx, Ry, Rz).

Â äàëüíåéøåì ðåœü áóäåò èäòè î ÈÊ- è ÊÐ-àêòèâíûõ êîëåáàíèßõ. Äëß íåëèíåéíîé ìîëåêóëû,
êàê ëåãêî çàìåòèòü, ìîæåò íàáëþäàòüñß 3N – 6 íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé.

Áàçèñíûå ôóíêöèè äëß ïðåäñòàâëåíèé.

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì òîœåœíóþ ãðóïïó ñèììåòðèè D3 è îïðåäåëèì áàçèñíûå ôóíêöèè äëß
íèõ. Äëß ýòîãî íàïèøåì ýëåìåíòû ñèììåòðèè â ìàòðèœíîì âèäå:

R(C3) =





−1

2
− 3

√

2
3

√

2
−1

2



, R(C2(1)) =



−1 0
0 1



, R(C2(2)) =





1

2
− 3

√

2

− 3
√

2
−1

2



, R(C2(3)) =





1

2

3
√

2
3

√

2
−1

2



.

Òàêèì îáðàçîì, êàê ëåãêî âèäåòü, áàçèñíûå ôóíêöèè, ïðèâåäĳííûå â òàáëèöå íèæå
ïðåîáðàçóþòñß ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ïðåäñòàâëåíèßì.

1. Ýòî ñëåäóåò èç ñîïðßæĳííîñòè îïåðàòîðîâ èìïóëüñà è êîîðäèíàòû â êâàíòîâîé ìåõàíèêå.
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Áàçèñíûå ôóíêöèè, îáîçíàœåííûå Rα îòâåœàþò óãëîâîìó ìîìåíòó âîêðóã îñè α è èìåþò âèä
Rα= βpγ − γpβ. Ïîýòîìó äëß ìíîãèõ ãðóïï (x, y, z) ïðåîáðàçóþòñß íå òàê, êàê (Rx, Ry, Rz),
ïîñêîëüêó ïîñëåäíèå ïðåîáðàçóþòñß òàêæå êàê àêñèàëüíûé âåêòîð r× p.

Òåïåðü ìû ñïîêîéíî ìîæåì îïðåäåëèòü ÈÊ- è ÊÐ-àêòèâíûå êîëåáàíèß. Äëß ýòîãî íàäî
ðàçëîæèòü ïðåäñòàâëåíèå îòâåœàþùåå 3N − 6 íîðìàëüíûì êîëåáàíèßì íà íåïðèâîäèìûå
êîìïîíåíòû. Çàìåòèì, œòî ïðåäñòàâëåíèå, îòâåœàþùåå âñåì âîçìîæíûì 3N êîëåáàíèßì,
ßâëßåòñß ïðßìûì ïðîèçâåäåíèåì2 ïðåäñòàâëåíèß ðàçìåðíîñòè N, îòâåœàþùåãî âñåì
âîçìîæíûì ïåðåñòàíîâêàì àòîìîâ ìîëåêóëû ïîä äåéñòâèåì ýëåìåíòîâ ñèììåòðèè è
òðĳõìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèß, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíåíèþ ðàäèàëüíîãî âåêòîðà
(x, y, z) ïîä äåéñòâèåì òîœåœíîé ãðóïïû. Ïîñëåäíåå ïîëóœàåòñß â êàœåñòâå ïðßìîé ñóììû
òåõ ïðåäñòàâëåíèé, äëß êîòîðûõ (x, y, z) ßâëßþòñß áàçèñíûìè. Ñäåëàåì ýòî íà êîíêðåòíûõ
ïðèìåðàõ:

Ïðèìåð 4. Ìîëåêóëà âîäû (H2O). Äàííàß ìîëåêóëà, êàê ìû óæå îáñóæäàëè èìååò
òîœåœíóþ ãðóïïó ñèììåòðèè C2v.

Òàáëèöà åĳ õàðàêòåðîâ:

Íåñëîæíî âûïèñàòü òðĳõìåðíîå (ïî œèñëó àòîìîâ) ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå
ïåðåñòàíîâêàì àòîìîâ ýëåìåíòàìè ñèììåòðèè äàííîé ìîëåêóëû, òàêîé ïðåäñòàâëåíèå œàñòî
îáîçíàœàåòñß Γa (èëè Γa.s.)3. Õàðàêòåð äàííîãî ïðåäñòàâëåíèß ñëåäóþùèé:

C2v e C2 σv σv
′

Γa 3 1 3 1

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïðèâîäèìî è ðàñêëàäûâàåòñß â 2A1+B1.

Ïðåäñòàâëåíèå, ïî êîòîðîìó ïðåîáðàçóþòñß âåêòîðû (ñìîòðè òàáëèöó õàðàêòåðîâ âûøå)
èìååò âèä A1+B1+B2.

Çíàœèò, ïðåäñòàâëåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå íîðìàëüíûì êîëåáàíèßì èìååò âèä:

Γa⊗Γvec= (2A1+B1)⊗ (A1+B1+B2)− (A1+B1+B2)− (A2+B1+B2) = (3A1+3B1+2B2+

A2)− (A1+B1+B2)− (A2+B1+B2)= 2A1+B1.

2. Ïîäðîáíåå îá ýòîì áóäåò ðàññêàæåíî œóòü íèæå.

3. a - atoms, a.s. - atomic sites .
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Òåïåðü íåïëîõî áû ïîíßòü, êàê ýòè êîëåáàíèß óñòðîåíû. Îêàçûâàåòñß, òàê:

Œòîáû ïîëóœèòü ñàìè êîëåáàíèß íàäî âîñïîëüçîâàòüñß ïðîåêöèîííûì îïåðàòîðîì – PΓi
(·)=

1

|G|


g∈G
χgRg(·). Òàêèå îïåðàòîðû, êàê ìû óæå ãîâîðèëè, âûäåëßþò èç ïðåäñòàâëåíèß Γ

ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ àòîìíûõ ñìåùåíèé, ïðåîáðàçóþùèõñß ïî ïðåäñòàâëåíèþ Γi. Ýòè
îïåðàòîðû äåéñòâèòåëüíî ßâëßþòñß ïðîåêòîðàìè â îáûœíîì ïîíèìàíèè, ò.å.

PΓi
PΓj

=PΓj
PΓi

=0 (i j),

PΓi
PΓi

=PΓi
.

Òàêèì îáðàçîì äëß ìîëåêóëû âîäû ïîëóœàåì òðè êîëåáàíèß (îíè âñå ÈÊ- è Ðàìàí-àêòèâíû).

Ïðèìåð 5. Ðàññìîòðèì ìîëåêóëó ýòèëåíà (C2H4), òîœåœíàß ãðóïïà åĳ ñèììåòðèè – D2h.

Â ñëóœàå ýòèëåíà ëåãêî ïîëóœèòü, œòî

D2h e C2
z C2

y C2
x i σxy σxz σyz

Γa⊗Γvec 18 0 0 −2 0 6 2 0

Âûœèòàß, êîëåáàíèß îòâåœàþùåå ïåðåìåùåíèþ è âðàùåíèþ ìîëåêóëû êàê öåëîãî èìååì
ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

D2h e C2
z C2

y
C2

x i σxy σxz σyz

Γ 12 2 2 0 0 6 2 0
,

ðàñêëàäûâàß êîòîðîå ïî íåïðèâîäèìûì êîìïîíåíòàì ïîëóœèì Γ=3ag+2b1g+ b2g+au+ b1u+
2b2u+2b3u.

Ñîîòâåòñòâóþùèå êîëåáàíèß èìåþò âèä:
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Â îáùåì ñëóœàå, ìîæíî íå âûïèñûâàòü ïðåäñòàâëåíèå Γvec, à ñìîòðåòü, íà êàêèõ ýëåìåíòàõ
ñèììåòðèè ëåæàò ðàçëèœíûå àòîìû, à çàòåì, èñïîëüçóß òàáëèöó íèæå è óœèòûâàß œèñëî
ñîõðàíßåìûõ àòîìîâ âûïèñûâàòü ïðåäñòàâëåíèå âñåõ êîëåáàíèé.

Âûøå øëà ðåœü î ïðîèçâåäåíèè ïðåäñòàâëåíèé V è W – ýòî ïðåäñòàâëåíèå, êîòîðîå çàäàĳòñß
íà òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè ïðîñòðàíñòâ V ⊗W ôîðìóëîé

(ρ⊗ τ )g(v⊗w)= ρgv⊗ τgw,

äëß âñåõ g ∈G, v∈V ,w ∈W . Âàæíûì ñâîéñòâîì ýòîé êîíñòðóêöèè, êîòîðûì ìû óæå óñïåëè
âîñïîëüçîâàòüñß, ßâëßåòñß òî, œòî õàðàêòåð ïðîèçâåäåíèß ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ õàðàêòåðîâ
(ìäëß ýòîãî äîñòàòîœíî çàìåòèòü, œòî ìàòðèöà ïðîèçâåäåíèß ðàçáèâàåòñß íà êëåòêè, â
êàæäîé èç êîòîðûõ ñòîèò ýëåìåíò (R(ρg))ij ·R(τg)).

7. Ðåøĳòêè, ãðóïïû ñèììåòðèè êðèñòàëëîâ

Íà ïåðâîé ëåêöèè ìû ðàññìàòðèâàëè òåîðåìó, œòî ïðåîáðàçîâàíèå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà
ßâëßåòñß äâèæåíèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ðàñêëàäûâàåòñß â ñóììó
ëèíåéíîãî îðòîãîíàëüíîãî è ñäâèãà íà íåêîòîðûé âåêòîð.
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ñíî ïðè ýòîì, œòî âåêòîð ýòîãî ñäâèãà ñîîòâåòñòâóåò òîìó, êóäà ïåðåõîäèò 0. Ðàññìîòðèì
ñëóœàé n = 3, òîãäà ëèíåéíûé îðòîãîíàëüíûé ϕ ñîîòâåòñòâóþùèé íàøåìó äâèæåíèþ Φ
ñîõðàíßåò íåêîòîðóþ ïðßìóþ, ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíîå (îðòîãîíàëüíîå) ïîäïðîñòðàíñòâî
ê ýòîé ïðßìîé èìååò ðàçìåðíîñòü 2, ïðèœĳì â ýòîé ïëîñêîñòè ϕ ßâëßåòñß ïðîñòî ïîâîðîòîì
íà êàêîé-òî óãîë. Çíàœèò, åñëè ìû óœòĳì íàëèœèå ñäâèãà íà âåêòîð b ∈ L (ñîõðàíßþùåéñß
ïðßìîé), òî ïîëóœèì âèíòîâîå äâèæåíèå Φ.

Ïðåäëîæåíèå 6. Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì ãðóïïû âñåõ èçîìåòðèé íà ãðóïïó
îðòîãîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ, îïðåäåëĳííûé âûøå (ñîïîñòàâëßåì äâèæåíèþ åãî
îðòîãîíàëüíóþ êîìïîíåíòó). Òîãäà, ßäðî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà – ïîäìíîæåñòâî âñåõ
ñäâèãîâ, â œàñòíîñòè, ýòà ïîäãðóïïà íîðìàëüíà.

Áîëåå òîãî, ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî äëß ïîäãðóïïû äâèæåíèé åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ïðè
ýòîì ïîäãðóïïà ñäâèãîâ èçîìîðôíà íåêîòîðîé ðåøĳòêå. Ðåøĳòêà – ýòî äèñêðåòíàß ñâîáîäíàß
àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà n (ò.å. ãðóïïà, îáëàäàþùàß áàçèñîì èç n ýëåìåíòîâ) â n-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå.

Ïðè ýòîì, œòî îœåíü âàæíî, äàííàß ðåøĳòêà ñîõðàíßåòñß âñåìè îðòîãîíàëüíûìè
ïðåîáðàçîâàíèßìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ýëåìåíòàì ãðóïïû Γ (ïîäãðóïïà â ãðóïïå âñåõ
äâèæåíèé).

Ñòðîãî ãîâîðß, âûøåñêàçàííûå óòâåðæäåíèß òðåáóþò äîêàçàòåëüñòâà, îäíàêî îíè ßâëßþòñß
ïî áîëüøåé œàñòè òåõíèœåñêèìè è ïðè æåëàíèè ñ íèìè ìîæíî îçíàêîìèòüñß â [1, 2].

Îïðåäåëåíèå 7. Ïîäìíîæåñòâî K åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E íàçûâàåòñß
êðèñòàëëèœåñêèì, åñëè ãðóïïà åãî ñèììåòðèé Sym(K) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. äëß ëþáîé òîœêè A∈E ñóùåñòâóåò òàêîå œèñëî εA>0, œòî åñëè íåêîòîðûé ýëåìåíò
ñèììåòðèè ïåðåâîäèò òîœêó A â òîœêó B, íàõîäßùóþñß íà ðàññòîßíèè ìåíüøå, œåì
ε, òî íà ñàìîì äåëå, A=B. Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñß äèñêðåòíîñòüþ;

2. Äëß äâóõ ïðîèçâîëüíûõ òîœåê A èç íàøåãî ïîäìíîæåñòâà K è òîœêè B åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà ïðè ëþáîì íàïåðĳä çàäàííîì ïîëîæèòåëüíîì ε íàéäĳòñß òàêîé
ýëåìåíò Φ, êîòîðûé ïåðåâîäèò òîœêó A â ε-îêðåñòíîñòü (øàð ðàäèóñà ε) òîœêè
B. Ýòî óñëîâèå çàäàĳò îäíîðîäíîñòü.

Çàìåœàíèå. Ýòè óñëîâèß œàñòî íàçûâàþò óñëîâèßìè Áîðèñà Íèêîëàåâèœà Äåëîíå.

Òåîðåìà 8. (Øĳíôëèñ-Áèáåðáàõ). Ïóñòü Γ – ãðóïïà ñèììåòðèé íåêîòîðîãî
êðèñòàëëèœåñêîãî ìíîæåñòâà K â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå è T (Γ) – âñå ñäâèãè èç
ãðóïïû ñèììåòðèé K. Òîãäà ôàêòîð-ãðóïïà G= Γ/T (Γ) êîíåœíà, à àääèòèâíàß ïîäãðóïïà,
ñîîòâåòñòâóþùàß ñäâèãàì, ßâëßåòñß ðåøĳòêîé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû áóäåò â çàêëþœèòåëüíîé, œåòâĳðòîé, ëåêöèè.
Âñå ãðóïïû äâèæåíèé êðèñòàëëèœåñêèõ ìíîæåñòâ (èëè, ïîïðîñòó ãîâîðß, êðèñòàëëîâ)
íàçûâàþòñß êðèñòàëëîãðàôèœåñêèìè ãðóïïàìè. Êîíåœíàß ãðóïïà G èç òåîðåìû
Øĳíôëèñà-Áèáåðáàõà íà ñàìîì äåëå ßâëßåòñß òîœåœíîé ãðóïïîé ñèììåòðèè. Ïðè ýòîì
êðèñòàëëîãðàôèœåñêàß ãðóïïà ñèììîðôíàß, åñëè îíà ßâëßåòñß ïîëóïðßìûì ïðîèçâåäåíèåì
ãðóïïû ñäâèãîâ íà òîœåœíóþ ãðóïïó ñèììåòðèè.

Ðåøèâ çàäàœó 10 èç ïåðâîãî ëèñòêà, ìîæíî áûëî ïîëóœèòü, œòî â êðèñòàëëå ìîãóò áûòü îñè
òîëüêî 1, 2, 3, 4 è 6 ïîðßäêîâ. Ïðè ýòîì, èçâåñòíî óòâåðæäåíèå, œòî êîíåœíûå ãðóïïû â
O(2,R) ßâëßþòñß ïîäãðóïïàìè öèêëèœåñêîé ãðóïïû èëè ãðóïïû äèýäðà.

Ðåøĳòêó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñäâèãàì, íàçûâàþò ðåøĳòêîé Áðàâå.
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Ìîæíî óâèäèòü, œòî â äâóìåðíîì ñëóœàå âñåãî ìîæåò áûòü ïßòü âàðèàíòîâ:

1. áàçèñíûå âåêòîðà ðåøĳòêè èìåþò ðàçíóþ äëèíó è íå ïåðïåíäèêóëßðíû, òîãäà îíè
ïîðîæäàþò ïàðàëëåëîãðàìì, à ìàêñèìàëüíàß òîœåœíàß ãðóïïà äàííîé ðåøĳòêè –
öèêëèœåñêàß ïîðßäêà 2.

2. åñëè äëèíû áàçèñíûõ âåêòîðîâ ðàçíûå, íî îíè ïåðïåíäèêóëßðíû, òî îíè ïîðîæäàþò
ïðßìîóãîëüíèê è òîœåœíàß ãðóïïà ñèììåòðèé ñîäåðæèòñß â ãðóïïå äèýäðà D2.

3. âîçìîæíî, œòî äëèíû ðàâíû, íî ðàçíîñòü íå ðàâíà ìåíüøåé è áàçèñíûå âåêòîðà íå
ïåðïåíäèêóëßðíû, òîãäà îíè ïîðîæäàþò ðîìá. Òîœåœíàß ãðóïïà îïßòü æå ñîäåðæèòñß
â D2, íî ìû ìîæåì âûáðàòü íîâûé áàçèñ è ïîëóœèì öåíòðèðîâàííóþ ðåøĳòêó.

4. åñëè èõ äëèíû ðàâíû è îíè ïåðïåíäèêóëßðíû, òî áàçèñíûå âåêòîðà ïîðîæäàþò
êâàäðàò. Òîœåœíàß ãðóïïà ñîäåðæèòñß â D4.

5. åñëè äëèíû îäèíàêîâû, áàçèñíûå âåêòîðà íå ïåðïåíäèêóëßðíû, íî äëèíà ðàçíîñòè
ðàâíà ìåíüøåìó, òî ó íàñ ïîðîæäàåòñß ðîìá, à ìàêñèìàëüíàß òîœåœíàß ãðóïïà - ãðóïïà
äèýäðà D6.
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