
Ëåêöèß 4. Íåêîòîðûå àñïåêòû ïðîñòðàíñòâåííîé

ñèììåòðèè
Îïèñàíèå: Â ýòîé, çàêëþœèòåëüíîé, ëåêöèè ß ðàññêàæó ïðî ïðîñòðàíñòâåííûå
ãðóïïû ñèììåòðèè, îòâåœàþùèå òåì ïðåîáðàçîâàíèßì ñèììåòðèè, êîòîðûå
ñîõðàíßþò êðèñòàëëû. Â çàêëþœåíèè ìû ïîñìîòðèì íà ïðåäñòàâëåíèß òàêèõ
ãðóïï, â œàñòíîñòè, ðàññìîòðèì êîëåáàíèß êðèñòàëëèœåñêîé ðåøĳòêè.

7. Ðåøĳòêè, ãðóïïû ñèììåòðèè êðèñòàëëîâ

Íà ïåðâîé ëåêöèè ìû ðàññìàòðèâàëè òåîðåìó, œòî ïðåîáðàçîâàíèå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà
ßâëßåòñß äâèæåíèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ðàñêëàäûâàåòñß â ñóììó
ëèíåéíîãî îðòîãîíàëüíîãî è ñäâèãà íà íåêîòîðûé âåêòîð.

ñíî ïðè ýòîì, œòî âåêòîð ýòîãî ñäâèãà ñîîòâåòñòâóåò òîìó, êóäà ïåðåõîäèò 0. Ðàññìîòðèì
ñëóœàé n = 3, òîãäà ëèíåéíûé îðòîãîíàëüíûé ϕ ñîîòâåòñòâóþùèé íàøåìó äâèæåíèþ Φ
ñîõðàíßåò íåêîòîðóþ ïðßìóþ, ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíîå (îðòîãîíàëüíîå) ïîäïðîñòðàíñòâî
ê ýòîé ïðßìîé èìååò ðàçìåðíîñòü 2, ïðèœĳì â ýòîé ïëîñêîñòè ϕ ßâëßåòñß ïðîñòî ïîâîðîòîì
íà êàêîé-òî óãîë. Çíàœèò, åñëè ìû óœòĳì íàëèœèå ñäâèãà íà âåêòîð b ∈ L (ñîõðàíßþùåéñß
ïðßìîé), òî ïîëóœèì âèíòîâîå äâèæåíèå Φ.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì ãðóïïû âñåõ èçîìåòðèé íà ãðóïïó
îðòîãîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ, îïðåäåëĳííûé âûøå (ñîïîñòàâëßåì äâèæåíèþ åãî
îðòîãîíàëüíóþ êîìïîíåíòó). Òîãäà, ßäðî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà – ïîäìíîæåñòâî âñåõ
ñäâèãîâ, â œàñòíîñòè, ýòà ïîäãðóïïà íîðìàëüíà.

Áîëåå òîãî, ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî äëß ïîäãðóïïû äâèæåíèé åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ïðè
ýòîì ïîäãðóïïà ñäâèãîâ èçîìîðôíà íåêîòîðîé ðåøĳòêå. Ðåøĳòêà – ýòî äèñêðåòíàß ñâîáîäíàß
àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà n (ò.å. ãðóïïà, îáëàäàþùàß áàçèñîì èç n ýëåìåíòîâ) â n-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå.

Ïðè ýòîì, œòî îœåíü âàæíî, äàííàß ðåøĳòêà ñîõðàíßåòñß âñåìè îðòîãîíàëüíûìè
ïðåîáðàçîâàíèßìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ýëåìåíòàì ãðóïïû Γ (ïîäãðóïïà â ãðóïïå âñåõ
äâèæåíèé).

Ñòðîãî ãîâîðß, âûøåñêàçàííûå óòâåðæäåíèß òðåáóþò äîêàçàòåëüñòâà, îäíàêî îíè ßâëßþòñß
ïî áîëüøåé œàñòè òåõíèœåñêèìè è ïðè æåëàíèè ñ íèìè ìîæíî îçíàêîìèòüñß â [1, 2].

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîäìíîæåñòâî K åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E íàçûâàåòñß
êðèñòàëëèœåñêèì, åñëè ãðóïïà åãî ñèììåòðèé Sym(K) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. äëß ëþáîé òîœêè A∈E ñóùåñòâóåò òàêîå œèñëî εA>0, œòî åñëè íåêîòîðûé ýëåìåíò
ñèììåòðèè ïåðåâîäèò òîœêó A â òîœêó B, íàõîäßùóþñß íà ðàññòîßíèè ìåíüøå, œåì
ε, òî íà ñàìîì äåëå, A=B. Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñß äèñêðåòíîñòüþ;

2. Äëß äâóõ ïðîèçâîëüíûõ òîœåê A èç íàøåãî ïîäìíîæåñòâà K è òîœêè B åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà ïðè ëþáîì íàïåðĳä çàäàííîì ïîëîæèòåëüíîì ε íàéäĳòñß òàêîé
ýëåìåíò Φ, êîòîðûé ïåðåâîäèò òîœêó A â ε-îêðåñòíîñòü (øàð ðàäèóñà ε) òîœêè
B. Ýòî óñëîâèå çàäàĳò îäíîðîäíîñòü.

Çàìåœàíèå. Ýòè óñëîâèß œàñòî íàçûâàþò óñëîâèßìè Áîðèñà Íèêîëàåâèœà Äåëîíå.

Òåîðåìà 3. (Øĳíôëèñ-Áèáåðáàõ). Ïóñòü Γ – ãðóïïà ñèììåòðèé íåêîòîðîãî
êðèñòàëëèœåñêîãî ìíîæåñòâà K â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå è T (Γ) – âñå ñäâèãè èç
ãðóïïû ñèììåòðèé K. Òîãäà ôàêòîð-ãðóïïà G= Γ/T (Γ) êîíåœíà, à àääèòèâíàß ïîäãðóïïà,
ñîîòâåòñòâóþùàß ñäâèãàì, ßâëßåòñß ðåøĳòêîé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.
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Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû áóäåò â çàêëþœèòåëüíîé, œåòâĳðòîé, ëåêöèè.
Âñå ãðóïïû äâèæåíèé êðèñòàëëèœåñêèõ ìíîæåñòâ (èëè, ïîïðîñòó ãîâîðß, êðèñòàëëîâ)
íàçûâàþòñß êðèñòàëëîãðàôèœåñêèìè ãðóïïàìè. Êîíåœíàß ãðóïïà G èç òåîðåìû
Øĳíôëèñà-Áèáåðáàõà íà ñàìîì äåëå ßâëßåòñß òîœåœíîé ãðóïïîé ñèììåòðèè. Ïðè ýòîì
êðèñòàëëîãðàôèœåñêàß ãðóïïà ñèììîðôíàß, åñëè îíà ßâëßåòñß ïîëóïðßìûì ïðîèçâåäåíèåì
ãðóïïû ñäâèãîâ íà òîœåœíóþ ãðóïïó ñèììåòðèè.

Ðåøèâ çàäàœó 10 èç ïåðâîãî ëèñòêà, ìîæíî áûëî ïîëóœèòü, œòî â êðèñòàëëå ìîãóò áûòü îñè
òîëüêî 1, 2, 3, 4 è 6 ïîðßäêîâ. Ïðè ýòîì, èçâåñòíî óòâåðæäåíèå, œòî êîíåœíûå ãðóïïû â
O(2,R) ßâëßþòñß ïîäãðóïïàìè öèêëèœåñêîé ãðóïïû èëè ãðóïïû äèýäðà.

Ðåøĳòêó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñäâèãàì, íàçûâàþò ðåøĳòêîé Áðàâå.

Äâóìåðíûé ñëóœàé:

Ìîæíî óâèäèòü, œòî â äâóìåðíîì ñëóœàå âñåãî ìîæåò áûòü ïßòü âàðèàíòîâ:

1. áàçèñíûå âåêòîðà ðåøĳòêè èìåþò ðàçíóþ äëèíó è íå ïåðïåíäèêóëßðíû, òîãäà îíè
ïîðîæäàþò ïàðàëëåëîãðàìì, à ìàêñèìàëüíàß òîœåœíàß ãðóïïà äàííîé ðåøĳòêè –
öèêëèœåñêàß ïîðßäêà 2.

2. åñëè äëèíû áàçèñíûõ âåêòîðîâ ðàçíûå, íî îíè ïåðïåíäèêóëßðíû, òî îíè ïîðîæäàþò
ïðßìîóãîëüíèê è òîœåœíàß ãðóïïà ñèììåòðèé ñîäåðæèòñß â ãðóïïå äèýäðà D2.

3. âîçìîæíî, œòî äëèíû ðàâíû, íî ðàçíîñòü íå ðàâíà ìåíüøåé è áàçèñíûå âåêòîðà íå
ïåðïåíäèêóëßðíû, òîãäà îíè ïîðîæäàþò ðîìá. Òîœåœíàß ãðóïïà îïßòü æå ñîäåðæèòñß
â D2, íî ìû ìîæåì âûáðàòü íîâûé áàçèñ è ïîëóœèì öåíòðèðîâàííóþ ðåøĳòêó.

4. åñëè èõ äëèíû ðàâíû è îíè ïåðïåíäèêóëßðíû, òî áàçèñíûå âåêòîðà ïîðîæäàþò
êâàäðàò. Òîœåœíàß ãðóïïà ñîäåðæèòñß â D4.

5. åñëè äëèíû îäèíàêîâû, áàçèñíûå âåêòîðà íå ïåðïåíäèêóëßðíû, íî äëèíà ðàçíîñòè
ðàâíà ìåíüøåìó, òî ó íàñ ïîðîæäàåòñß ðîìá, à ìàêñèìàëüíàß òîœåœíàß ãðóïïà - ãðóïïà
äèýäðà D6.

Òðĳõìåðíûé ñëóœàé:

Â òðĳõìåðíîì ñëóœàå òàêèõ ðåøĳòîê 14. Ïðè ýòîì èìååòñß 32 ãðóïïû, êîòîðûå ìîãóò
âûñòóïàòü â êàœå òâå òîœåœíîé ñèììåòðèè óçëîâ êðèñòàëëèœåñêîé ðåøĳòêè. Ýòè ãðóïïû
ïðèâåäåíû â òàáëèöå íèæå:

Ñèíãîíèß Êðèñòàëëîãðàôèœåñêèå ãðóïïû

Òðèêëèííàß C1, Ci

Ìîíîêëèííàß Cs, C2, C2h

Îðòîðîìáèœåñêàß D2, C2v, D2h

Òðèãîíàëüíàß C3, D3, C3v, S6, D3d

Òåòðàãîíàëüíàß C4, S4, D4, C4v, D2d, C4h, D4h

Ãåêñàãîíàëüíàß C6, C3h, D6, C6v, D3h, C6h, D6h

Êóáèœåñêàß T ,O, Td, Th, Oh

8. Ïðåäñòàâëåíèß ïðîñòðàíñòâåííûõ ãðóïï

Âûøå áûëî îòìåœåíî, òî ðßä ïðîñòðàíñòâåííûõ ãðóïï ßâëßåòñß ñèììîðôíûìè,
ò.å. ïîëóïðßìûìè ïðîèçâåäåíèßìè ãðóïïû ñäâèãîâ è òîœåœíîé ãðóïïû ðåøĳòêè,
ñîîòâåòñòâóþùåé ñäâèãàì. Áîëåå òîãî, ëþáàß ïðîñòðàíñòâåííàß ãðóïïà ßâëßåòñß ïîäãðóïïîé
îäíîé èç ñèììîðôíûõ ãðóïï. Ìû çíàåì, œòî ýëåìåíò τ ãðóïïû ñäâèãîâ ïåðåâîäèò
ïðîèçâîëüíóþ òîœêó r â òîœêó r + τ . Òîãäà íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèß ýòîé ãðóïïû

ïàðàìåòðèçóþòñß âñåìè âîçìîæíûìè èíäåêñàìè k =(k1, k2, k3):

T k
r= e2πi krr,
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ïðè ýòîì k – âåêòîð òðĳõìåðíîãî îáðàòíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü G ñâîáîäíàß àáåëåâà ãðóïïà èëè àääèòèâíàß ãðóïïà âåùåñòâåííîãî
ïðîñòðàíñòâà. Åñëè ψ – îäíîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå G â ïðîñòðàíñòâå V ñ áàçèñîì fi, òîãäà
ñóùåñòâóåò íàáîð êîìïëåêñíûõ œèñåë α=(α1, ,αn), œòî äëß ëþáîãî âåêòîðà x=x1e1+ +

xnen∈G âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ψ(x)f = ei(α,x)f.

Ïðåäûäóùåå ïðåäëîæåíèå íàì äàĳò, œòî âåêòîð α ëåæèò â ïðîñòðàíñòâå ñ äóàëüíîé ðåøĳòêîé
L∗, ãäå çà L îáîçíàœåíà èñõîäíàß ðåøĳòêà, ñîîòâåòñòâóþùàß ïîäãðóïïå ñäâèãîâ. Ïåðåéäß ê
îáðàòíîé ðåøĳòêå, ìû ìîæåì ïîëóœèòü, œòî

ψ(x)f = ei(k,x)f

Ìîæíî ïîêàçàòü, œòî âåêòîð k = (k1, , kn) òàêæå ïðåîáðàçóåòñß îïåðàöèßìè òîœåœíîé
ãðóïïû ñèììåòðèè. Äëß ýòîãî äîñòàòîœíî çàìåòèòü, œòî îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû ßâëßþòñß
ñàìîñîïðßæĳííûìè. Òàêèì îáðàçîì, èç çàäàííîãî k ìû ìîæåì ïîëóœèòü íàáîð âåêòîðîâ,
äåéñòâóß ýëåìåíòàìè òîœåœíîé ãðóïïû. Ýòîò íàáîð âåêòîðîâ íàçûâàåòñß çâåçäîé k.

Åñëè ðàññìîòðåòü äëß êàæäîãî âåêòîðà k ãðóïïó Gk, òàêóþ œòî åĳ îðòîãîíàëüíûå êîìïîíåíòû
ñîõðàíßþò ýòîò âåêòîð, òî ýòî áóäåò ïîäãðóïïà â G. Òîãäà âåðíà ñëåäóþùàß

Òåîðåìà 5. Íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ρ ãðóïïû G ßâëßåòñß èíäóöèðîâàííûì
ïðåäñòàâëåíèåì ñ íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèß ãðóïïû Gk â ïðîñòðàíñòâå Vk, ò.å. V

ßâëßåòñß ïðßìîé ñóììîé ïîäïðîñòðàíñòâ ρ(g1)V1⊕ ⊕ ρ(gm)Vk.

Èç ýòîãî ëåãêî óâèäåòü, œòî dimV = |G/Gk|dim Vk.

Åñëè âåêòîð k èçìåíèòü íà âåêòîð îáðàòíîé ðåøĳòêè, òî ìû ìîæåì ïîëóœèòü òî æå
ñàìîå ïðåäñòàâëåíèå, ïîýòîìó íàì íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü âåêòîðà k òîëüêî âíóòðè
îïðåäåëĳííîé çîíû. Ìíîæåñòâî òðàíñëßöèîííî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ k íàçûâàåòñß çîíîé
Áðèëëþýíà. Âûøå áûëî îòìåœåíî, œòî òîœåœíàß ãðóïïà çâåçäû, à çíàœèò è ïåðâî çîíû
Áðèëëþýíà ñîâïàäàåò ñ òîœåœíîé ãðóïïîé èñõîäíîé ðåøĳòêè. Ïðè ýòîì çîíû Áðèëëþýíà
èìåþò âèä ïîëèýäðîâ Âîðîíîãî1.

Ìàòåìàòèœåñêè ïîëèýäû Âîðîíîãî îïðåäåëßþòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì: ìíîæåñòâî òîœåê
ïðîñòðàíñòâà, ðàñïîëîæåííûõ ê äàííîìó óçëó áëèæå, œåì êî âñåì îñòàëüíûì óçëàì
íàçûâàåòñß îáëàñòüþ Äèðèõëå. Â òðĳõìåðíîì ñëóœàå îáëàñòü Äèðèõëå íàçûâàþò ïîëèýäðàìè
Âîðîíîãî, ßœåéêàìè Âèãíåðà-Çåéöà . Ïîêàçàíî, œòî ñóùåñòâóåò òîëüêî ïßòü íåýêâèâàëåíòíûõ
ïàðàëëåëîýäðîâ Ôĳäîðîâà:

1. êóáîîêòàýäð (óœåœĳííûé îêòàýäð), 14-òè ãðàííèê ñ 8 øåñòèóãîëüíûìè è 6
œåòûðĳõóãîëüíûìè ãðàíßìè.

2. ðîìáîäîäåêàýäð (12 œåòûðĳõóãîëüíûõ ãðàíåé).

3. âûòßíóòûé ðîìáîäîäåêàýäð (12-òè ãðàííèê ñ 8 œåòûðĳõóãîëüíûìè è 4
øåñòèóãîëüíûìè ãðàíßìè), êîòîðûé ïîëóœàåòñß ðàñòßæåíèåì ðîìáîäîäåêàýäðà âäîëü
äèàãîíàëè.

4. øåñòèóãîëüíàß ïðèçìà.

5. ïðßìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä.

1. Ïîäðîáíåå ïðî ýòè ïîëèýäðû íà ìíîãèõ ËØÑÌ ðàññêàçûâàë Í.Ï. Äîëáèëèí. Â œàñòíîñòè, ìíå îñîáåííî

çàïîìíèëàñü ëåêöèß 2008 ãîäà, ãäå Íèêîëàé Ïåòðîâèœ ïîêàçàë ìíîãî çàìåœàòåëíûõ êàðòèíîê òàêèõ

ìíîãîãðàííèêîâ.
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Â òðĳõìåðíîì ñëóœàå ñóùåñòâóåò 24 ïîëèýðà Âîðîíîãî, îòâåœàþùèõ ðàçëèœíûì ðåøĳòêàì,
îíè îáëàäàþò ðàçíîé òîœåœíîé ñèììåòðèåé.

Íàïðèìåð, äëß ïðèìèòèâíîé êóáèœåñêîé, òåòðàãîíàëüíîé, ðîìáèœåñêîé ñèíãîíèè çîíû
Áðèëëþýíà ñîîòâåòñòâåííî – êóá, ïðßìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä, ãåêñàãîíàëüíàß ïðèçìà.

Âåêòîð k ýëåìåíòàìè òîœåœíîé ãðóïïû ïåðåâîäèòñß â ýêâèâàëåíòíûå âåêòîðà, îáðàçóþùèå
çâåçäó âåêòîðà k.

Èç âñåãî âûøåñêàçàííîãî ïîëóœàåì, œòî ïðîñòðàíòñâåííàß ãðóïïà èìååò áåñêîíåœíîå
êîëèœåñòâî ïðåäñòàâëåíèé, íóìåðóåìûõ âåêòîðàìè îáðàòíîé ðåøĳòêè âíóòðè çîíû
Áðèëëþýíà è íåïðèâîäèìûìè ïðåäñòàâëåíèßìè òîœåœíîé ãðóïïû Hk, ßâëßþùåéñß ôàêòîðîì
ïî ãðóïïå òðàíñëßöèé ãðóïïû Gk, ñîõðàíßþùåé çâåçäó:

Γk
i (G) =Γ′(k)eika.

Â ñëóœàå ñèììîðôíûõ ãðóïï – òîœåœíàß ãðóïïà ñèììåòðèè çâåçäû ñîâïàäàåò ñ ôàêòîð-
ãðóïïîé G/T (k). Äëß íåñèììîðôíûõ ãðóïï â òîœêå k = 0 ïðåäñòàâëåíèß ïîëóœàþòñß ïðè
çàìåíå îòêðûòûõ (âèíòîâûå îñè è ïëîñêîñòè ñêîëüçßùåãî îòðàæåíèß) íà ñîîòâåòñòâóþùèå
çàêðûòûå ýëåìåíòû (ïîâîðîòíûå îñè è ïëîñêîñòè îòðàæåíèß).

Ïðèìåð 6. Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó NaCl è áóäåì èçóœàòü êîëåáàíèß ðåøĳòêè.

Ëåãêî âèäåòü, œòî âñå àòîìû ïåðåõîäßò ïîä äåéñòâèåì òîœåœíîé ãðóïïû Oh â ñåáß èëè
ýêâèâàëåíòíûå, çíàœèò Γa.s.=2Γ1. Ïðè ýòîì Γvec=Γ15. Çíàœèò, Γvib=2Γ1⊗Γ15=2Γ15.

Çàìåòèì, œòî â ôèçèêå òâĳðäîãî òåëà ïðåäñòàâëåíèß èñòîðèœåñêè èìåþò íåìíîãî äðóãèå
îáîçíàœåíèß.

Í. Êóðíîñîâ, Òåîðèß ãðóïï â ôèçèêå è õèìèè, Äóáíà, 20-31 èþëß 2013
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