
Î òåîðåìå Äèðèõëå î åäèíèöàõ

Ëåêöèÿ 2: Öåïíûå äðîáè. Ñóùåñòâîâàíèå

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ.

Àðò¼ì Àâèëîâ, Íèêîí Êóðíîñîâ

Ïëàí ëåêöèè: Â ýòîé ëåêöèè ìû äîêàæåì òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè ðå-
øåíèé óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ x2 − qy2 = 1. Âñïîìíèâ ïðî óæå âñòðå÷àâøèåñÿ íàì
öåïíûå äðîáè, ìû óâèäèì, ÷òî îòíîøåíèå x

y
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ ÿâëÿ-

åòñÿ ïîäõîäÿùèìè äðîáÿìè ê
√
q.

1 Öåïíûå äðîáè

Ëþáîå íåöåëîå ÷èñëî α ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

α = α0 +
1

α1

,

ãäå α0, à α1 > 1. Äåéñòâèòåëüíî, â êà÷åñòâå α0 áåð¼ì ïðîñòî öåëóþ ÷àñòü, à â
êà÷åñòâå α1 - îáðàòíîå ÷èñëî ê åãî äðîáíîé ÷àñòè, åñëè îíî îêàçàëîñü íåöåëûì,
òî åãî â ñâîþ î÷åðåäü ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå α1 = a1 + 1

α2
. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå α â âèäå

α = α0 +
1

a1 + 1

a2+
...+ 1

αn

Îïðåäåëåíèå 1.1 Ïóñòü α èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Îíî íàçûâàåòñÿ êâàäðà-
òè÷íî èððàöèîíàëüíûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà âòîðîé ñòåïå-
íè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Âòîðîé êîðåíü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà β íàçûâàåòñÿ
ñîïðÿæ¼ííûì ê α.

Îïðåäåëåíèå 1.2 Ïóñòü [a0, a1, a2, ...] - öåïíàÿ äðîáü, òàêàÿ ÷òî an = an+l
äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n è ôèêñèðîâàííîãî ïîëîæèòåëüíîãî l. Òîãäà ýòà
äðîáü íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷íîé ñ ïåðèîäîì l.

Òåîðåìà 1.3 Èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íî èððàöèîíàëüíûì
òèòòê åãî öåïíàÿ äðîáü ïåðèîäè÷íà.
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Îïðåäåëåíèå 1.4 Ïóñòü α êâàäðàòè÷íî èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Îíî íàçûâà-
åòñÿ ïðèâåä¼ííûì, åñëè α > 1 è −1 < β < 0.

Òåîðåìà 1.5 Ïóñòü α èððàöèîíàëüíîå. Òîãäà α ÷èñòî ïåðèîäè÷íà òèòòê α
ïðèâåä¼ííîå. Åñëè α = [a0, a1, ..., an] è β åãî ñîïðÿæ¼ííîå, òî − 1

β
= [al−1, ..., a2, a1].

2 Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ

Ïðåæäå, ÷åì ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ Óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ, äîêàæåì òåî-
ðåìó Äèðèõëå î ïðèáëèæåíèè.

Òåîðåìà 2.1 Äëÿ ëþáîãî q, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì, è öåëîãî B >
1, ñóùåñòâóþò öåëûå a è b, òàêèå ÷òî 0 < b < B è

|a− b√q| < 1

B
.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàññìîòðèì B − 1 èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî

√
q, 2
√
q, ..., (B − 1)

√
q.

Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà âèäà k
√
q âîçüì¼ì íàòóðàëüíîå ak, òàêîå ÷òî

0 < ak − k
√
q < 1.

Ðàçîáü¼ì èíòåðâàë [0, 1] íà B ïîäûíòåðâàëîâ äëèíû 1
B
.Òîãäà ïî ïðèíöèïó Äè-

ðèõëå êàêèå-òî äâà èç B + 1 ÷èñåë 0, ak − k
√
q, 1 ëåæàò â îäíîì èíòåðâàëå. À

çíà÷èò èõ ðàçíîñòü îòëè÷àåòñÿ ìåíåå, ÷åì íà 1
B

�

Ñëåäñòâèå 2.2 (Òåîðåìà Äèðèõëå î ïðèáëèæåíèè èððàöèîíàëüíûõ ÷è-
ñåë) Äëÿ ëþáîãî èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà α ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðà-
öèîíàëüíûõ ÷èñåë a

b
(a è b âçàèìíî ïðîñòû), òàêèõ ÷òî

|a
b
− α| < 1

b2

Äîêàçàòåëüñòâî: Âûøå ìû ïîëó÷èëè, ÷òî

|a− bα| < 1/B.

Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè íà b, à çàòåì âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî b < B, ïîëó÷àåì

|a
b
− α| < 1

Bb
<

1

b2
.
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Ýòî äà¼ò íàì ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ áû îäíîé òàêîé ïàðû (a, b). ×òîáû ïîêàçàòü,
÷òî èõ áåñêîíå÷íî ìíîãî, çàìåòèì, ÷òî î÷åâèäíûì îáðàçîì |a−bα| âñåãäà áîëüøå
0. Òîãäà ìîæíî âçÿòü ÷èñëî B2, òàêîå ÷òî

1

B2

< |a− bα|,

çíà÷èò, ìîæíî íàéòè íîâóþ ïàðó (a2, b2), òàêóþ ÷òî

|a− bα| < 1

B2

. Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì áåñêîíå÷íî ìíîãî ïàð (a, b), óäîâëåòâîðÿþùèõ

|a
b
− α| < 1

b2
.

�

Ñëåäñòâèå 2.3 (Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ) Äëÿ ëþáî-
ãî q, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì, óðàâíåíèå Ïåëëÿ èìååò íåòðèâèàëü-
íî ðåøåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî:
Øàã 1.

Ïóñòü (a, b) óäîâëåòâîðÿåò |a− b√q| < 1
b
. Çàìåòèì, ÷òî

|a+ b
√
q| ≤ |a− b√q|+ |2b√q| ≤ 3b

√
q.

Òîãäà
|a2 − qb2| = |a+ b

√
q||a− b√q| ≤ 3

√
q.

È, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïàð (a, b), òàêèõ, ÷òî |a2 − qb2| ≤ 3
√
q.

Øàã 2.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðû (a, b) âåëè÷èíà |a2 − qb2| ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì è ïî
ïðåäûäóùåìó øàãó ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïàð, äëÿ êîòîðûõ îíà ìåíüøå
3
√
q. Çíà÷èò ïî âñ¼ òîìó æå ïðèíöèïó Äèðèõëå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî

ðåøåíèé óðàâíåíèÿ a2− qb2 = m. Áîëåå òîãî, çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò âñåãî m2

âîçìîæíûõ ïàð îñòàòêîâ ïðè äåëåíèè íà m, à çíà÷èò ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî
ìíîãî ïàð (a, b), ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ a2 − qb2 = m è òàêèõ, ÷òî
âñå a ≡ a0(m) è b ≡ b0(m).

Øàã 3.
Âîçüì¼ì äâå òàêèå ïàðû (a1, b1), (a2, b2), òàêèå ÷òî

• a2i − qb2i = m, i = 1, 2;

• a2 ≡ a1(m) è b2 ≡ b1(m).
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Èõ ñóùåñòâîâàíèå ìû äîêàçàëè íà ïðåäûäóùåì øàãå. Òîãäà

a1 − b1
√
q

a2 − b2
√
q

=
(a1 − b1

√
q)(a2 + b2

√
q)

a22 − qb22
=
a1a2 − qb1b2

m
+
a1b2 − b1a2

m

√
q.

Çàìåòèì, ÷òî a è b öåëûå ÷èñëà. Äåéñòâèòåëüíî,

a1a2 − qb1b2 ≡ a1a1 − qb1b1 ≡ 0(m).

Àíàëîãè÷íî äëÿ b.
Øàã 4.

Ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèé ìîæåì ïîëó÷èòü, ÷òî a2− qb2 = (a− b√q)(a+ b
√
q) = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ.
�

Òåîðåìà 2.4 Åñëè äëÿ öåëûõ a è b (b > 0, (a, b) = 1) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|α− a

b
| < 1

2b2
,

òî a
b
- îäíà èç ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ê α.

Äîêàçàòåëüñòâî:
Øàã 1.

Ëåììà 2.5 Åñëè |p− qα| < |pn − qnα| è 0 < q < qn+1, òî p = pn, q = qn.

Øàã 2. Äåéñòâóåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü p
q
- ýòî íå ïîäõîäÿùàÿ äðîáü. Âûáåðåì

n òàê, ÷òîáû qn < q < qn+1. Åñëè |p− qα| < |pn− qnα|, òî ìû ïîáåäèëè ïî ëåììå
â øàãå 1. Çíà÷èò, |p− qα| ≥ |pn − qnα|. Ñëåäîâàòåëüíî, |pn − qnα| ≥ 1

2q
. Äàëåå,

|p
q
− pn
qn
| ≥ |p

q
− α|+ |pn

qn
− α| < 1

2q2
+

1

2qnq
≥ 1

qqn
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

|p
q
− pn
qn
| = |pqn − qpn|

qqn
,

è çíàìåíàòåëü ëèáî 0, ëèáî íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à çíà÷èò ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå
ñ íåðàâåíñòâîì ÷óòü âûøå. �
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2.1 Îáùèé âèä ðåøåíèÿ è ñâÿçü ñ öåïíûìè äðîáÿìè

Îïðåäåëåíèå 2.6 Ïóñòü α äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Îïðåäèëèì ðåêóðñèâíûé
àëãîðèòì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

α0 = α, an = [αn], αn+1 =
1

αn − [αn

Ýòî òîò ñàìûé àëãîðèòì, ïî êîòîðîìó ìû ñòðîèëè öåïíûå äðîáè.

Òåîðåìà 2.7 Åñëè d íå ïîëíûé êâàäðàò è αn - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë,
îïðåäåë¼ííàÿ âûøå äëÿ α =

√
d. Òîãäà

• äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ n ñóùåñòâóþò öåëûå Pn è Qn, òàêèå ÷òî αn =
Pn+

√
d

Qn
è ÷òî d− P 2

n äåëèòñÿ íà Qn.

• Äëÿ ëþáîãî n ≤ 2 è ïîäõîäÿùåé äðîáè pn
qn

ê α èìååì

p2n − dq2n = (−1)n+1Qn+1.

Äîêàçàòåëüñòâî:

• Áóäåì äåéñòâîâàòü ïî èíäóêöèè. Äëÿ n = 0, α0 =
√
d,Q0 = 1, P0 = 0. Äëÿ

n = 1,

α1 =
1√

d− [
√
d]

=

√
d+ [
√
d]

d− [
√
d]2

.

×òî äà¼ò íàì çíà÷åíèÿ P1 è Q1. Òåïåðü ïðîâåä¼ì øàã èíäóêöèè:

αn+1 =
1

αn − an
=

Qn

Pn +
√
d− anQn

=

√
d− Pn + anQn

d−(Pn−anQn)2
Qn

:=
Pn+1 +

√
d

Qn+1

.

Â ýòîì ñëó÷àå, Pn+1 = anQn−Pn (î÷åâèäíî öåëîå) è Qn+1 = d−(Pn−anQn)2
Qn

=
d−P 2

n

Qn
+ 2anPn − a2nQn. Ïî óòâåðæäåíèþ èíäóêöèè d − P 2

n äåëèòñÿ íà Qn,

ñëåäîâàòåëüíî Qn - öåëîå. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî d − P 2
n+1 äåëèòñÿ íà

Qn+1. Äåéñòâèòåëüíî,

Qn =
d− (Pn − anQn)2

Qn+1

=
d− Pn+1

Qn+1

öåëîå ÷èñëî, à çíà÷èò è d− P 2
n+1 äåëèòñÿ íà Qn+1.

•

√
d =

αn+1pn + pn−1
αn+1qn + qn−1

=

Pn+1+
√
q

Qn+1
pn + pn−1

Pn+1+
√
q

Qn+1
qn + qn−1

.
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Èç ýòîãî ïîëó÷àåì, ÷òî

dqn +
√
d(Pn+1qn + qn−1Qn+1) = (Pn+1pn + pn−1Qn+1) +

√
dpn.

Òàêèì îáðàçîì,

p2n − dq2n = Qn+1(pnqn−1 − qnpn−1) = (−1)n+1Qn+1,

ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé âûêëàäêè:

pnqn−1 − qnpn−1 = (anpn−1 + pn−2)qn−1 − (anqn−1 + qn−2)pn−1

= (−1)(pn−1qn−2 − qn−1pn−2) = ... = (−1)n−1.

�

Ñëåäñòâèå 2.8 Åñëè l ïåðèîä öåïíîé äðîáè äëÿ
√
d, òî Qn = 1 òèòòê n

êðàòíî l.

Äîêàçàòåëüñòâî:
Âî-ïåðâûõ, α1 = αn+1 òèòòê n êðàòíî l. ⇒ Ïî òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé òåî-

ðåìå èìååì αn = Pn +
√
d. Ïîñêîëüêó αn êâàäðàòè÷íî èððàöèîíàëüíî, òî ïî

Òåîðåìå Ëàãðàíæà å¼ öåïíàÿ äðîáü ïåðèîäè÷íà, à, çíà÷èò, ïî òåîðåìå Ãàëóà, αn
ïðèâåä¼ííîå. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñîïðÿæ¼ííîãî ê αn âûïîëíåíî

−1 < βn = Pn −
√
d < 0,

÷òî äà¼ò √
d− 1 < Pn <

√
d,

ò.ê. Pn - öåëîå, òî Pn = [
√
d]. Çíà÷èò, ïî íàøåé ðåêóðñèâíîé ôîðìóëå: αn+1 =

1
αn−[αn] . Ïîýòîìó α1 = αn+1 è ïîáåäà.
⇐ Ïóñòü n = kl, òîãäà

Pkl +
√
d

Qkl

= αkl = [0, ¯a1, a2, ..., al−1] =
√
d− [

√
d,

Ñëåäîâàòåëüíî, Qkl = 1. �

Îïðåäåëåíèå 2.9 Äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ x2 − dy2 = 1 ðåøåíèå (x, y)
íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì (ôóíäàìåíòàëüíûì), åñëè îíî ïîëîæèòåëüíîå è x
ìèíèìàëüíî.

Òåîðåìà 2.10 Ïóñòü n - ìèíèìàëüíûé ïåðèîä öåïíîé äðîáè
√
d. Òîãäà
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• Ìèíèìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ èìååò âèä:

(x1, y1) =

{
(pl−1, ql−1), åñëè l ÷¼òíî,
(p2l−1, q2l−1), åñëè l íå÷¼òíî

• Âñå ðåøåíèÿ (x, y) óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà) ÿâëÿþòñÿ
ñòåïåíÿìè ìèíèìàëüíîãî (x1, y1):

x+ y
√
d = ±(x1 + y1

√
d)±n.

Ïðåæäå ÷åì äîêàçàòü ýòó òåîðåìó âñïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ
x2 − 2y2 = 1 ìû çàìåòèëè, ÷òî ìîæíî èç ðåøåíèé (1, 0) è (3, 2) ïîëó÷àòü
äðóãèå ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ ñëåäóþùèì ñïîñîáîì (x, y)→ (3x+4y, 2x+3y).
Îêàçûâàåòñÿ òàê ìîæíî äåéñòâîâàòü âî âñåõ ñëó÷àÿõ.

Îïðåäåëåíèå 2.11 (ïðîèçâåäåíèå Áðàõìàãóïòû) Åñëè (x1, y1) è x2, y2 ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèé

x21 − qy21 = a, x22 − qy22 = b,

òî èõ ïðîèçâåäåíèå

(x3, y3) = (x1, y1) · (x2, y2) := (x1x2 + qy1y2, x1y2 + y1x2)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

x23 − qy23 = ab.

Ïðîâåðêó êîððåêòíîñòè ýòîãî îïðåäåëåíèÿ îñòàâèì â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî: (Òåîðåìà 2.10)
Ìû óæå çíàåì, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ ÿâëÿþòñÿ ïîäõîäÿùèìè äðî-

áÿìè äëÿ
√
d. Çíà÷èò íàì íàäî óçíàòü, êîãäà Qn = ±1. Èç ïðîøëîãî ñëåäñòâèÿ

ìû çíàåì, ÷òî Qn = 1 òèòòê n êðàòíî l. Áîëåå òîãî, Qn 6= −1 äëÿ âñåõ ïîëîæè-
òåëüíûõ n. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ýòî íå òàê, òîãäà ïî Òåîðåìå 2.7 èìååì, ÷òî
αn = −Pn−

√
d è òàê êàê îíî êâàäðàòè÷íî èððàöèîíàëüíî, òî ïî òåîðåìå Ãàëóà,

ïîëó÷àåì, ÷òî
−1 < −Pn +

√
d < 0 è 1 < −Pn −

√
d,

îòêóäà ïîëó÷àåì
√
d < 1

2
, ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíîå

ðåøåíèå ïîëó÷àåì, âçÿâ ìèíèìàëüíîå íå÷¼òíîå êðàòíîå ÷èñëà l ìèíóñ 1. Ïåðâûé
ïóíêò äîêàçàí.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ïóíêòà çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü ïî-
ëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ìåíÿòü çíàêè ó x, y ìîæíî, óìíîæàÿ íà
−1 èëè èñïîëüçóÿ ñòåïåíè:

±1

x+ y
√
d

=
±(x− y

√
d)

x2 − dy2
= ±x∓ y

√
d.
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Îáîçíà÷èì ìèíèìàëüíîå ðåøåíèå x1 + y1
√
d çà ε. Âîçüì¼ì íåêîòîðîå ïîëîæè-

òåëüíîå ðåøåíèå, òîãäà ñóùåñòâóåò n, òàêîå ÷òî εn ≤ x+ y
√
d < εn+1. Âîçüì¼ì,

X + Y
√
d = ε−n(x + y

√
d). Î÷åâèäíî, ÷òî ε > X + Y

√
d ≥ 1. Ïóñòü îíî ñòðîãî

áîëüøå. Òîãäà ñîïðÿæ¼ííîå ê íåìó èìååò âèä X − Y√q = εn(x− y
√
d). Çíà÷èò,

(X − Y√q)(X + Y
√
q) = X2 − dY 2 = 1.

Ïîìèìî ýòîãî èìååì î÷åâèäíûå íåðàâåíñòâà:

0 < ε−1 < (X + Y
√
d) = X − Y

√
d < 1,

⇒ 2X = (X − Y√q) + (X + Y
√
q) > 1 + ε−1 > 0.

Àíàëîãè÷íî,
2Y
√
d = (X + Y

√
q)− (X − Y√q) > 0.

Òàêèì îáðàçîì, (X +Y
√
q) òàêæå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå, ïðè÷¼ì îíî ìåíüøå

ìèíèìàëüíîãî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî X + Y
√
q > 1 íåâåðíî è

âûïîëíåíî X + Y
√
q = 1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ïðèìåð 2.1 Îïÿòü æå ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ïåëëÿ x2 − 2y2 = 1, äëÿ íåãî
ìèíèìàëüíîå ðåøåíèå - (3, 2), åãî êâàäðàò (17, 12), ñëåäóþùåå - (99, 70). Òàêèì
îáðàçîì,

3

2
= 1.5,

17

12
= 1.416̄,

99

70
= 1.41428757 ≈

√
2 = 1.4142135623...

Êàê ìû óæå çíàåì, â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ a2 − qb2 = 1 ïîëîæèòåëüíûå
ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîäõîäÿùèìè äðîáÿìè ê ÷èñëó

√
q. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûì

îáðàçîì îáðàòíûé âîïðîñ, à èìåííî, êàêèå ïîäõîäÿùèå äðîáè ÿâëÿþòñÿ ðåøå-
íèÿìè óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ. Îòâåò äà¼ò ñëåäóþùåå

Ñëåäñòâèå 2.12 Ïóñòü n - äëèíà ïåðèîäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåïíîé äðîáè
äëÿ ÷èñëà

√
q. Òîãäà ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ïîäõîäÿùåé äðîáè äëÿ

√
q ÿâëÿ-

þòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ a2 − qb2 = 1 òèòòê íîìåð ýòîé ïîäõîäÿùåé
äðîáè ñðàâíèì ñ n− 1 ïî ìîäóëþ n è íå÷¼òåí.

Äîêàçàòåëüñòâî: Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç Òåîðåìû 2.7 è ïðåäûäóùåé Òåî-
ðåìû 2.10. �
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