
Êóáè÷åñêèå ôîðìû

Ñåðãåé Ãàëêèí, Íèêîí Êóðíîñîâ

Ïåðâàÿ ëåêöèÿ êóðñà ïîñâÿùåíà êóáè÷åñêèì ôîðìàì îò äâóõ ïåðåìåííûõ,
çàòåì âî âòîðîé ëåêöèè ìû ïåðåõîäèì ê èçó÷åíèþ ïëîñêèõ êóáèê è íà òðåòüåé-
÷åòâ¼ðòîé � êóáè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé.

1 Êóáè÷åñêèå ôîðìû îò äâóõ ïåðåìåííûõ

Îïðåäåëåíèå 1.1 Êóáè÷åñêîé ôîðìîé F (x1, ..., xn) íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûé ìíî-
ãî÷ëåí ñòåïåíè òðè îò n ïåðåìåííûõ.

Çàìå÷àíèå 1.2 Ïîíÿòíî, ÷òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íå òîëüêî êóáè÷åñêèå
ôîðìû, à, íàïðèìåð, êâàäðàòè÷íûå è äðóãèå.

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ñâîéñòâà ïîäîáíûõ ôîðì, à òàêæå ãåîìåòðèÿ, îïðå-
äåëÿåìûõ èìè "ìíîãîîáðàçèé çàäàííûõ ñîîòíîøåíèåì F (x1, ..., xn) = 0.

Åñëè â îïðåäåëåíèè 1.1 n = 2, òî òàêàÿ ôîðìà íàçûâàåòñÿ áèíàðíîé êó-
áè÷åñêîé ôîðìîé. Èìåííî ñ èõ èçó÷åíèÿ ìû è íà÷í¼ì íàø ðàññêàç.

Ðàññìîòðèì êóáè÷åñêóþ ôîðìó îò äâóõ ïåðåìåííûõ

c(x, y) = ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 (1)

×åòûð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî òàêèõ ôîðì ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ R4, èñïîëü-
çóÿ êîýôôèöèåíòû a, b, c, d êàê êîîðäèíàòû.

1.0.1 Êëàññèôèêàöèÿ áèíàðíûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì

1. Âñåãäà ìîæíî èçìåíèòü çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé, ñäåëàâ çàìåíó (u, v) =
(−x,−y).

Îïðåäåëåíèå 1.3 Êîðíåâûì ìíîæåñòâîì ôîðìû c íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Rc := (x, y)|ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 = 0

Çàìå÷àíèå 1.4 Çàìåòèì, ÷òî åñëè (x, y) ∈ Rc, òî (λx, λy) ∈ Rc äëÿ ∀λ ∈ R.
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Èç çàìå÷àíèÿ 1.4 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ôîðìû c êîðíåâîå ìíîæåñòâî ñîñòî-
èò èç ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò (î÷åâèäíî, ÷òî (0, 0) ∈ Rc).

2. ×òîáû ïîíÿòü ðàñïîëîæåíèå ýòèõ ïðÿìûõ, áóäåì èñêàòü èõ ïåðåñå÷åíèÿ
ñ ïðÿìîé x = 1.

Ïðè ýòîì îñü y íå ïåðåñåêàåò ýòîé ïðÿìîé, å¼ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ðàíüøå.
Çàáåãàÿ âïåð¼ä, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî åé ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íî óäàë¼ííàÿ
òî÷êà.

Ïðèíÿâ x = 1, ìû ïîëó÷èì êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî y:

Pc(y) = a+ by + cy2 + dy3 = 0.

Åñëè c 6= (0, 0, 0, 0), òî óðàâíåíèå âûøå èìååò íå áîëåå òð¼õ ðåøåíèé y1, y2, y3.

Çàìå÷àíèå 1.5 Ïðÿìàÿ y çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì x = 0, ïðè ýòîì îíà ÿâëÿåòñÿ
ïîäìíîæåñòâîì êîðíåâîãî ñåìåéñòâà, åñëè è òîëüêî åñëè d = 0. Â ýòîì ñëó÷àå
óðàâíåíèå Pc(y) = 0 ñâîäèòñÿ ê êâàäðàòíîìó è èìååò íå áîëåå äâóõ ðåøåíèé.

Òàêèì îáðàçîì äëÿ òð¼õ ïðÿìûõ, êàê íåñëîæíî âèäåòü:

Òåîðåìà 1.6 Êîðíåâîå ñåìåéñòâî Rc êóáèêè c ìîæåò îòíîñèòüñÿ ê îäíîìó
èç ïÿòè òèïîâ

(1) òðè ðàçëè÷íûå ïðÿìûå,

(2) îäíà íåêðàòíàÿ ïðÿìàÿ,

(3) òðè ïðÿìûå, äâå èç êîòîðûõ ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé,

(4) òðè ñîâïàäàþùèå ïðÿìûå,

(5) âñÿ ïëîñêîñòü.

Íåíóëåâóþ êóáè÷åñêóþ ôîðìó ìîæíî ïðèâåñòè ê îäíîìó èç ñòàíäàðòíûõ
òèïîâ ñ ïîìîùüþ çàìåíû êîîðäèíàò:

x2y − y3, x2y + y3, x2y, x3.

Ïåðâûå ÷åòûðå ñëó÷àÿ ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà ðèñóíêå íèæå
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Èç êíèãè Ò.Ïîñòîí, È.Ñòþàðò, Òåîðèÿ êàòàñòðîô è å¼ ïðèëîæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî:
Íàèáîëåå ïðîñò ïîñëåäíèé ñëó÷àé, îí ñîîòâåòñòâóåò êóáèêå c = (0, 0, 0, 0).
Âî-ïåðâûõ çàìåòèì, ÷òî çàìåíû êîîðäèíàò íå èçìåíÿþò ÷èñëà êîðíåâûõ

ïðÿìûõ.

Ëåììà 1.7 Äëÿ ëþáûõ äâóõ êóáèê f, g, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó òèïó, ñóùå-
ñòâóåò ëèíåéíàÿ çàìåíà êîîðäèíàò, òàêàÿ ÷òî â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ôîðìà
f èìååò òàêîå æå âûðàæåíèå, ÷òî è ôîðìà g.

Ñëó÷àé (2) îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ (4) òåì, ÷òî â ñëó÷àå (4) ãðàäèåíò ôóíêöèè
îáðàùàåòñÿ â íîëü íà öåëîé ïðÿìîé, à â ñëó÷àå (2) � òîëüêî â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé (1). Êàê ëåãêî çàìåòèòü, âñåãäà ñóùåñòâóåò ïà-
ðàëëåëîãðàìì, òàêîé, ÷òî äâå åãî ñòîðîíû èäóò ïî äâóì èç êîðíåâûõ ïðÿìûõ,
à äèàãîíàëü � ïî òðåòüåé. Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû ïåðâàÿ êîîð-
äèíàòà u øëà ïî ïåðâîé ñòîðîíå, âòîðàÿ v � ïî âòîðîé.

Â íîâûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèÿ êîðíåâûõ ïðÿìûõ èìåþò âèä

u = 0, v = 0, u− v = 0

Òàêèì îáðàçîì, ìåíÿÿ ìàñøòàá, ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî = uv(u− v).
Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, êðîìå (5), ó íàñ åñòü ïî êðàéíåé ìåðå îäíà

êîðíåâàÿ ïðÿìàÿ, çíà÷èò, ìû ìîæåì âûäåëèòü ëèíåéíûé ìíîæèòåëü
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(x, y) = (lx+my)(ax2 + bxy + cy2).

Èñïîëüçóÿ çàäà÷ó 1 èç ëèñòî÷êîâ, ìû ìîæåì ñäåëàòü çàìåíó êîîðäèíàò, â êî-
òîðûõ êâàäðàòè÷íûé ñîìíîæèòåëü óïðîñòèòüñÿ è ïðèìåò îäíó èç êàíîíè÷åñêèõ
ôîðì. Ëèíåéíûé ñîìíîæèòåëü ïðè ýòîì îñòàíåòñÿ ëèíåéíûì è áóäåò èìåòü âèä
Lu+Mv.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü c â îäíîì èç ñëåäóþùèõ âèäîâ

a) (Lu+Mv)(u2 − v2),

b) (Lu+Mv)(u2),

c) (Lu+Mv)(u2 + v2).

Çàìå÷àíèå 1.8 Â êëàññèôèêàöèè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì âàæíóþ ðîëü èãðàåò
çíàê. Íàïðèìåð, −u2 è u2 îòíîñÿòñÿ ê ðàçíûì òèïàì. Â ðàññóæäåíèè âûøå,
ìû ýòîò çíàê òàêæå îòïðàâèëè â ëèíåéíóþ ÷àñòü.

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ñëó÷àé a). Ðàçëîæèâ êâàäðàòè÷íûé ìíîæèòåëü íà äâà
ëèíåéíûõ, ïîëó÷àåì, ÷òî c(u, v) = (Lu+Mv)(u− v)(u+ v).

Åñëè (Lu+Mv) íå êðàòíî u− v èëè u+ v, òîãäà ìû èìååì ðàññìîòðåííûé
âûøå ñëó÷àé (1) äëÿ òð¼õ ïðÿìûõ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ëèáî M ðàâíî L =
c, ëèáî −M . Ñäåëàåì çàìåíó êîîðäèíàò U = (u ± v)c−1/2, V = vc−1/2. Òàêèì
îáðàçîì, c äåëèòñÿ íà U2 è ïîëó÷àåì ñëó÷àé b).

Ðàçáåð¼ì òåïåðü ñëó÷àé b). Åñëè M 6= 0, òî ââåä¼ì êîîðäèíàòû U = Lu +
Mv, V = v è íàøà ôîðìà ïðèíèìàåò âèä UV 2. Åñëè M = 0, òî çàìåíîé U =
L1/2u, V = v ïðèâîäèì ôîðìó ê âèäó U3.

Â ñëó÷àå c) ìû ïîäõîäÿùèìè çàìåíàìè ïðèâåä¼ì ôîðìó c ê âèäó (U2+V 2)V .
Êàê èòîã, íåíóëåâóþ êóáè÷åñêóþ ôîðìó ìîæíî ïðèâåñòè ê îäíîìó èç ñòàí-

äàðòíûõ òèïîâ:

UV (U − V ), (U2 + V 2)V, U2V, U3.

Çàìåíèì, U, V íà x, y è, ñäåëàâ çàìåíó x = 1/2(U + V ), y = 1/2(U − V ) â
ïåðâîì òèïå, ïîëó÷èì èñêîìóþ êëàññèôèêàöèþ.

�

Îìáèëè÷åñêèé áðàñëåò

Âîçíèêàåò âîïðîñ � êàê ýòè êóáèêè ðàñïîëîæåíû â ÷åòûð¼õìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå êóáè÷åñêèõ ôîðì.
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Ïðèìåð 1.1 Äëÿ áèíàðíûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ax2 + bxy + cy2 � ìû èìååì
äâîéíîé êîíóñ b2 = ac. Ó÷èòûâàÿ âîçìîæíîñòü óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó, ìû
ìîæåì âçÿòü åäèíè÷íóþ ñôåðó a2 +b2 +c2 = 1, âçÿòü íà íåé äâå îêðóæíîñòè,
çàäàííûå óñëîâèåì b2 = ac. Ïîñòðîèâ ïîä íèìè äâà êîíóñà ñ âåðøèíîé â íóëå,
ìû ïîëó÷èì òàê íàçûâàåìûé äèñêðèìèíàíòíûé êîíóñ.

Ïîñìîòðèì, êàê òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ ðåàëèçóåòñÿ äëÿ êóáè÷åñêèõ ôîðì. Àíà-
ëîãè÷íî ñëó÷àþ êâàäðèê, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ñôåðó a2 + b2 + c2 + d2 = 1 è
ïîñòðîèòü êîíóñ ñ âåðøèíîé â (0, 0, 0, 0).

Çàìå÷àíèå 1.9 Èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî âñå ïðÿìûå ïðîõîäÿò ÷åðåç íîëü
ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü åäèíè÷íóþ ñôåðó (êàê âûøå). Íî â ñëó÷àå êóáè÷å-
ñêèõ ôîðì ìû òàêæå ìîæåì óìíîæàòü íà −1, òåì ñàìûì ðàññìîòðåâ àí-
òèïîäàëüíîå îòîáðàæåíèå äëÿ ñôåðû � ìû ìîæåì ïåðåéòè ê ïðîåêòèâíîìó
ïðîñòðàíñòâó. Òåì íå ìåíåå, ñ òî÷êè çðåíèÿ âèçóàëèçàöèè óäîáíî ðàññìàòðè-
âàòü òð¼õìåðíóþ ñôåðó.

Íàïîìíèì, ÷òî òðåóãîëüíîé ãèïîöèêëîèäîé G íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå
ìåñòî òî÷åê äëÿ îòìå÷åííîé òî÷êè íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà 1, êîòîðàÿ êàòèòñÿ,
êàñàÿñü âíóòðåííå, ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà 3.

Òåîðåìà 1.10 Èíäóöèðîâàííîå ðàçáèåíèå òð¼õìåðíîé ñôåðû èìååò ôîðìó áðàñ-
ëåòà S1×G, ñå÷åíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíàÿ ãèïîöèêëîèäà, à çà îäèí
îáîðîò ïî îêðóæíîñòè ãèïîöèêëîèäà ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà 1/3 ñâîåãî îáîðîòà.
Ïðè ýòîì êóáèêè òèïà (1) ëåæàò âíóòðè, òèïà (2) � ñíàðóæè, òèïà (3) �
íà ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè áðàñëåòà, òèïà (4) � íà ðåáðå.

Äîêàçàòåëüñòâî:
Ñäåëàåì íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.
Øàã 1. Ãðóïïà S1 = SO(2) (ïîâîðîòû)
Øàã 2.

Ëåììà 1.11 Îáùàÿ âåùåñòâåííàÿ êóáè÷åñêàÿ ôîðìà èìååò âèä r = Re(αz3 +
βz2z̄), ãäå α, β � êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî, ïîäñòàâèâ α = α1 + iα2, β =
β1 + iβ2, ìû ïîëó÷èì, ÷òî â ôîðìå r êîýôôèöèåíòû ïðè ìîíîìàõ âûðàæàþòñÿ
ñ ïîìîùüþ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû.

Çàìå÷àíèå 1.12 Ñòðîãî ãîâîðÿ, ìû íå ãîâîðèëè íè î ìàòðèöàõ, íè î íåâû-
ðîæäåííîñòè äî ýòîãî, òåì íå ìåíåå èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî îçíà÷àåò
íåâûðîæäåííîñòü ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ïëîñêîñòü β = 0, ÷åðåç B ïëîñêîñòü α = 0, â îáåèõ ïëîñ-
êîñòÿõ ðàññìîòðèì òàêæå îêðóæíîñòè A0, B0, çàäàííûå ñîîòíîøåíèåì |α| = 1
è |β| = 1 ñîîòâåòñòâåííî.

Øàã 3. Îêðóæíîñòü S1 äåéñòâóåò íà ïðîèçâåäåíèè A×B, êàê (e3iφ, eiφ)
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Ëåììà 1.13 Íà îêðóæíîñòè A0 êóáè÷åñêèå ôîðìû èìåþò òèï (1), íà îêðóæ-
íîñòè B0 � òèï (2).

Ýòî î÷åâèäíî, òàê êàê A0 ñîäåðæèò òî÷êó (1,0), à B0 � òî÷êó (0,1).
Øàã 4.

Ëåììà 1.14 Áðàñëåò ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïëîñêîñòüþ α = 1 ïî òðåóãîëüíîé ãèïî-
öèêëîèäå β = 2eiφ + e−2iφ, ãäå φ ∈ [0, 2π).

Äîêàçàòåëüñòâî:Åñëè òî÷êà (1, β) ïðèíàäëåæèò áðàñëåòó, òî ôîðìà r = Re(z3+
βz2z̄ èìååò äâîéíóþ òî÷êó â x : y. Ïðèìåíÿåì óñëîâèå íà ïðîèçâîäíóþ, ïîëó-
÷àåì β = 2eiφ + e−2iφ. �

Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî òà ñàìàÿ ãèïîöèêëîèäà, î êîòîðûé ìû óæå ãîâîðèëè. Å¼
ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ åñòü â çàäà÷êàõ.

Øàã 5. Ðàññìîòðèì ïîëíîòîðèé A0×B. Ïî ëåììå 1.13 áðàñëåò íå ïåðåñåêà-
åòñÿ ñ B0, à çíà÷èò åñòåññòâåííàÿ ïðîåêöèÿ (ðàäèàëüíàÿ ïðîåêöèÿ èç öåíòðà)
îòîáðàæàåò S3 \B0 â A0×B, è ñîîòâåòñòâåííî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü áðàñëåò â
ïîëíîòîðèè.

Øàã 6. Êóáèêè òèïà (4) ïåðåñåêàþòñÿ ñ ïëîñêîñòüþ α = 1 ïî òð¼ì òî÷êàì,
òèïà "êàñïà".

Åñëè èìååòñÿ êîðåíü êðàòíîñòè òðè, òî çàíóëÿåòñÿ è ïåðâàÿ è âòîðàÿ ïðîèâ-
çîäíûå íàøåé ôîðìû. Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷àåì β = 3, 3w, 3w2, ãäå w � êîðåíü
òðåòüåé ñòåïåíè èç 1.

Øàã 7. Âîçüì¼ì ïîâîðîòû íå áîëåå, ÷åì íà òðåòü (φ ∈ [0, 2π/3)). Ïðè ýòîì
ïî øàãó 3 A0 ñäåëàåò îäèí îáîðîò, B íà òðåòü-îáîðîòà. Òåì ñàìûì ïëîñêîñòü
α = 1 ïðè ïðîõîäå ïî ïîëíîòîðèþ âîçâðàùàåòñÿ â ñåáÿ, ñäåëàâ òðåòü îáîðîòà.
Ïî ëåììå 1.14 òî æå ñàìîå ïðîèñõîäèò è ñ ãèïîöèêëîèäîé, òàê ìû è ïîëó÷àåì
áðàñëåò. Ïðè ýòîì êóáèêè òèïà (3) è (4) íàõîäÿòñÿ íà ãðàíèöå ïî ëåììå 1.14 è
ïðåäûäóùåìó øàãó. Ðàñïîëîæåíèå êóáèê òèïâ (1) è (2) ñëåäóåò èç ëåììû 1.13.

�

1.1 Èíâàðèàíòû ôîðì, óðàâíåíèå Ìîðäåëëà

Ðàññìîòðèì îáùóþ ôîðìó f =
∑d

i=0 aix
iyd−i, ãäå êîýôôèöèåíòû ai � öåëûå.

Îïðåäåëåíèå 1.15 Äâå áèíàðíûå ôîðìû f è g íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè ñóùåñòâóþò p, q, r, s, òàêèå ÷òî ps− qr = 1, ÷òî g(x, y) = f(px+ qy, rx+
sy).

Âàæíóþ ðîëü èãðàþò èíâàðèàíòû ôîðì. Ò.å. ïîëèíîìû îò êîýôôèöèåíòîâ
a0, ...ad, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ýêâèâàëåíòíûõ ïðåâðàùåíèé.
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Îïðåäåëåíèå 1.16 Åñëè f(1, 0) 6= 1, òî äèñêðèìèíàíòîì ôîðìû f íàçûâà-
åòñÿ âûðàæåíèå

Df := a2d−2d

∏
i<j

(ai − aj)2

Ïðèìåð 1.2 Äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû f = ax2 + 2bxy + cy2 äèñêðèìèíàíò
ðàâåí

Df = 4(b2 − ac).
Â ñëó÷àå êóáè÷åñêîé ôîðìû g = ax3 + 3bx2y + 3cxy2 + dy3 äèñêðèìèíàíò

ðàâåí
Df = 27(−a2d2 + 6abcd+ 3b2c2 − 4ac3 − 4db3).

Çàìå÷àíèå 1.17 Äëÿ êâàäðàòè÷íûõ è êóáè÷åñêèõ ôîðì îò äâóõ ïåðåìåííûõ
äèñêðèìèíàíò (è ìíîãî÷ëåíû îò íåãî) ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè èíâàðèàí-
òàìè.

Èç îïðåäåëåíèÿ äèñêðèìèíàíòà ëåãêî ñëåäóåò

Ïðåäëîæåíèå 1.18 Ïóñòü f � áèíàðíàÿ êóáè÷åñêàÿ ôîðìà, òîãäà â çàâèñè-
ìîñòè îò çíàêà äèñêðèìèíàíòà âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû:

1) Åñëè Df > 0, òî óðàâíåíèå f = 0 èìååò òðè ðàçëè÷íûõ êîðíÿ,

2) Åñëè Df < 0, òî óðàâíåíèå f = 0 èìååò îäèí êîðåíü,

1) Åñëè Df = 0, òî ó óðàâíåíèÿ f = 0 ïî êðàéíåé ìåðå äâà êîðíÿ ñîâïàäàþò.

Åñëè ôîðìû ýêâèâàëåíòíû, òî è èõ äèñêðèìèíàíòû ðàâíû.
Ïóñòü ìû ôèêñèðîâàëè äèñêðèìèíàíò è èìååì äåëî ñ ôîðìàìè ñ öåëûìè

êîýôôèöèåíòàìè. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ, à ñêîëüêî òàêèõ ôîðì?
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âåðíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1.19 ×èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè öåëî÷èñëåííûõ áèíàðíûõ ôîðì
çàäàííîé ñòåïåíè è çàäàííîãî äèñêðèìèíàíòà êîíå÷åí.

Äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì � ýòî ïðîñòîå âû÷èñëåíèå (ïðîäåëàéòå ñàìè).
Ðàññìîòðèì êóáè÷åñêóþ ôîðìó f(x, y) = ax3 + 3bx2y + 3cxy2 + dy3.

Îïðåäåëåíèå 1.20 Äëÿ êóáè÷åñêîé ôîðìû f(x, y) = ax3 + 3bx2y + 3cxy2 + dy3

ãåññèàíîì íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

Hf =
−1

36
(fx,xfy,y − fx,yfy,x). (2)

Êîâàðèàíòíîé êóáè÷åñêîé ôîðìîé íàçûâàåòñÿ ôîðìà

Gf =
1

3
(fxHf,y − fyHf,x). (3)
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Ïðåäëîæåíèå 1.21 Åñëè êóáè÷åñêèå ôîðìû f è g ýêâèâàëåíòíû, òî Hf = Hg

è Gf = Gg.

Äëÿ êóáè÷åñêîé ôîðìû f(x, y) = ax3 + 3bx2y+ 3cxy2 + dy3 ãåññèàí Hf ðàâåí

Hf = (b2 − ac)x2 + (bc− ad)xy + (c2 − bd)y2.

Åñëè äèñêðèìèíàíò êóáè÷åñêîé ôîðìû f ðàâåí 27D1, òî äèñêðèìèíàíò ãåñ-
ñèàíà ðàâåí D1.

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíà

Òåîðåìà 1.22 Ïóñòü f(x, y) = ax3 + 3bx2y + 3cxy2 + dy3 � êóáè÷åñêàÿ ôîðìà,
òî

G2 +D1f
2 = 4H3. (4)

Ñëåäñòâèå 1.23 Åñëè êóáè÷åñêàÿ ôîðìà f ñ äèñêðèìèíàíòîì 108k òàêîâà,
÷òî f(x, y) = 1 èìååò ðåøåíèå (x0, y0), òî óðàâíåíèå

y2 + d = x3, (5)

íàçûâàåìîå óðàâíåíèåì Ìîðäåëëà, èìååò ðåøåíèå x = Hf (x0, y0), y = Gf (x0, y0)/2.

Äîêàçàòåëüñòâî:Íàäî ïðîñòî ïîñòàâèòü â óðàâíåíèå èç òåîðåìû 1.22. �

Ïðè ýòîì âåðíî è îáðàòíîå

Òåîðåìà 1.24 Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ìîðäåëëà y2 + k = x3, (k 6= 0) è ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî îíî èìååò ðåøåíèå (p, q). Òîãäà ôîðìà f(x, y) = x3− 3pxy2 + 2qy3

èìååò äèñêðèìèíàíò D1 = 4k è p = Hf (1, 0), q = G(1, 0)/2. Áîëåå òîãî,
H(x, y) = px2−2qxy+p2y2 è G(x, y) = 2(−qx3 +3p2x2y−3pqxy2 +(−p3 +2q2)y3).

Äîêàçàòåëüñòâî:
Ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèé íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ôîðìà f(x, y) = x3−3pxy2+

2qy3 èìååò äèñêðèìèíàíò D1 = 4k è p = Hf (1, 0), q = G(1, 0)/2.
Ïîñêîëüêó ãåññèàí è êîâàðèàíòíàÿ êóáèêà ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòîì êëàññà

ýêâèâàëåíòíîñòè êóáè÷åñêèõ ôîðì, òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ôîðìû, òàêèå ÷òî
f(x0, y0) = 1. Ïî òåîðåìå 1.19 åñòü êîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè
êóáèê ñ äèñêðèìèíàíòîì 4k. Äëÿ êàæäîé èç íèõ ìû ðåøàåì óðàâíåíèå f(x, y) =
1. Òåîðåìà 1.25 (íèæå) ãîâîðèò, ÷òî îíî èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé.

�

Òåîðåìà 1.25 Ïóñòü f(x, y) = a0x
n+a1x

n−1y+ ...+any
n � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè

n ≥ 3 ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îí íåïðèâîäèì è m �
íåíóëåâîå öåëîå ÷èñëî. Òîãäà óðàâíåíèå

f(x, y) = m

èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé.
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1.2 Ðåøåíèå êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ôîðìóëà Êàðäàíî

×òîáû ðåøèòü óðàâíåíèå ax3 + bx2 + cx + d = 0 íàäî ñäåëàòü çàìåíó x → z =
x+ b/(3a). Ñäåëàåì çàìåíó z = u+ v, uv = 3ac−b2

9a2
è ïîëó÷èì u6− 2Ru3−Q3 = 0,

ãäå R = 9abc−27a2d−2b3
54a3

.
Äàëåå, ðåøàåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî u3. Çàòåì íàõîäèì ðå-

øåíèÿ óðàâíåíèÿ ax3 + bx2 + cx+ d = 0.
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2 Êóáè÷åñêèå ôîðìû îò òð¼õ ïåðåìåííûõ. Ïëîñ-

êèå êóáèêè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ êóáè÷åñêèìè ôîðìàìè îò òð¼õ ïåðå-
ìåííûõ. Ðàññêàæåì ïðî íîðìàëüíóþ ôîðìó êóáè÷åñêîé êðèâîé, ïó÷îê Ãåññå,
ñëîæåíèå òî÷åê íà êðèâîé.

2.1 Òåîðåìà î äåâÿòè òî÷êàõ (Êýëè-Áàõàðàõà)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sd ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôîðì ñòåïåíè d îò ïåðåìåííûõ x, y, z.
Î÷åâèäíî, ÷òî Sd ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì ñ áàçèñîì

zd,

zd−1x, zd−1y,

...

xd, ..., yd

È, â ÷àñòíîñòè, dimSd = C2
d+2.

Äëÿ íàáîðà òî÷åê P1, .., Pn ∈ P2 ïîëîæèì

Sd(P1, ..., Pn) = F ∈ Sd|F (Pi) = 0, i = 1, ..., n ∈ Sd.

Êàæäîå èç óñëîâèé F (Pi) çàäà¼ò ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå. Ïîýòîìó ðàçìåð-
íîñòü ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà íå ìåíåå C2

d+2 − n.

Îïðåäåëåíèå 2.1 Àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ðåøåíèé F =
0, ãäå F � íåêîòîðàÿ ôîðìà.

Â íàøèõ ëåêöèÿõ ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ñëó÷àå êóáèê (d = 3). Íî äëÿ íà÷àëà
íàì íóæíî äîêàçàòü ïàðó âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Òåîðåìà 2.2 Ïóñòü L ⊂ P2 � ïðÿìàÿ (ñîîòâåòñòâåííî C ⊂ P2 � íåâûðîæäåí-
íàÿ êîíèêà) è D ⊂ P2 � êðèâàÿ, îïðåäåëÿåìàÿ óñëîâèåì D : (Gd(x, y, z) = 0), ãäå
G � ôîðìà ñòåïåíè d. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L íå ëåæèò íà D (ñîîòâåòñòâåííî
C íå ëåæèò íà D). Òîãäà #[L ∩D] < d (ñîîòâåòñòâåííî #[C ∩D] < 2d).

Äîêàçàòåëüñòâî:Åñëè ïðÿìàÿ (êîíèêà) çàäàþòñÿ ëèíåéíûìè (êâàäðàòè÷íûìè)
ñîîòíîøåíèÿìè, òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòî òå òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ

F (u, v) = f(a(u, v), b(u, v), c(u, v)),

ãäå f � èñõîäíàÿ ôîðìà, à a, b, c � ëèíåéíûå (êâàäðàòè÷íûå) ôóíêöèè.
�
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Ëåììà 2.3 Ïóñòü L : ( = 0) ⊂ P2 � ïðÿìàÿ ñîîòâåòñòâåííî C : (Q = 0) ⊂ P2

� íåâûðîæäåííàÿ êîíèêà). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà P2 çàôèêñèðîâàí íàáîð òî-
÷åê 1, ..., n, è ðàññìîòðèì ïðîñòðàí- ïðîñòðàíñòâî Sd(P1, ..., Pn) äëÿ íåêîòîðîãî
ôèêñèðîâàííîãî d. Òîãäà

(i) åñëè P1, ...Pa ∈ L è Pa+1, ..., Pn íå ëåæàò íà L è a > d, òî

Sd(P1, ..., Pn) = H · Sd−1(Pa+1, ..., Pn),

(ii) P1, ...Pa ∈ C è Pa+1, ..., Pn íå ëåæàò íà C è a > 2d, òî

Sd(P1, ..., Pn) = Q · Sd−1(Pa+1, ..., Pn).

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî ïðÿìàÿ (êîíèêà) ïåðåñåêàþò êðè-
âóþ F = 0 â áîëüøîì ÷èñëå òî÷åê ïî òåîðåìå 2.2. À çíà÷èò ëåæèò íà íåé.

Ïðåäëîæåíèå 2.4 Ïóñòü P1, ..., P8 ∈ P2 � íàáîð ðàçëè÷íûõ òî÷åê. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî íèêàêèå 4 òî÷êè èç P1, ..., P8 íå êîëëèíåàðíû è íèêàêèå 7 èç íèõ íå
ëåæàò íà íåâûðîæäåííîé êîíèêå. Òîãäà

dimS3(P1, ..., P8) = 2.

Çàìå÷àíèå 2.5 Ò.å. ðàçìåðíîñòü S3(P1, ..., P8) = 2 ìèíèìàëüíàÿ âîçìîæíàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî:
Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ïðîâåñòè, ðàññìîòðåâ òðè ñëó÷àÿ.
(1) Âñå òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ (íèêàêèå òðè íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé,

øåñòü � íà îäíîé êîíèêå)
Îò ïðîòèâíîãî. Åñëè ðàçìåðíîñòü õîòÿ áû òðè, òî ìîæíî âçÿòü íà ïðÿìîé

L = P1P2 äâå íåñîâïàäàþùèå òî÷êè, òî

dimS3(P1, ..., P10) = S3(P1, ..., P8)− 2 ≥ 1.

Çíà÷èò òàì åñòü êàêàÿ-òî ôîðìà, îáîçíà÷èì å¼ F .
Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 2.3 F = H ·Q, ãäå Q ∈ S2(P3, ..., P8). Ïîëó÷àåì ïðîòèâî-

ðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì.
(2) Òðè òî÷êè íà îäíîé ïðÿìîé
Ïóñòü P1, P2, P3 êîëëèíåàðíû. Âîçüì¼ì åù¼ îäíó òî÷êó íà ýòîé ïðÿìîé, P9.

Òîãäà ïî òåîðåìå 2.3 âûïîëíåíî S3(P1, ..., P9) = H · S2(P4, ..., P8). Áîëåå òîãî,
íèêàêèå ÷åòûðå òî÷êè èç P4, ..., P8 ïî óñëîâèþ íå êîëëèíåàðíû. Òåì ñàìûì,
dimS3(P1, ..., P9) = dimS2(P4, ..., P8) = 1. È dimS3(P1, ..., P9) ≤ 2.

(3) Øåñòü òî÷åê íà êîíèêå.
Ðàññóæäåíèå àíàëîãè÷íî (2) òîëüêî ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíèêè.

�
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Òåîðåìà 2.6 Ïóñòü C1, C2 � äâå êóáè÷åñêèå êðèâûå, ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ ñî-
ñòîèò èç 9 ðàçëè÷íûõ òî÷åê, C1∩C2 = P1, ..., P9. Òîãäà êóáèêà D, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç òî÷êè P1, ..., P8, ïðîõîäèò òàêæå è ÷åðåç P9.

Äîêàçàòåëüñòâî:
Åñëè êàêèå-íèáóäü ÷åòûðå òî÷êè èç íàáîðà P1, ..., P9 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé

L, òî C1 è 2 ïåðåñåêàþò L íå ìåíåå ÷åì â ÷åòûðåõ òî÷êàõ è, çíà÷èò, ñîäåðæàò åå
(ïî òåîðåìå 2.2), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ïî òåì æå ïðè÷èíàì íèêàêèå 7 èç
óêàçàííûõ òî÷åê íå ìîãóò áûòü êîíêîíè÷åñêèìè (ëåæàòü íà îäíîé êîíèêå). Òà-
êèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âûïîëíåíû óñëî- óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ
2.4), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

dimS3(P1, ..., P8) = 2.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ìíîãî÷ëåíû, êîòîðûå çàäàþò êðèâûå C1, C2, îáðàçóþò
áàçèñ ïðîñòðàíñòâà S3(P1, ..., P8). Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç F1, F2 ñîîòâåòñòâåííî. Òî-
ãäà êàêèì óðàâíåíèåì çàäà¼òñÿ êóáèêà D? Ïîíÿòíî, ÷òî ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
FD = a1F1 + a2F2. Ñëåäîâàòåëüíî, FD(P9) = 0.

�

Ñëåäñòâèå 2.7 (Òåîðåìà Ïàñêàëÿ) Äàí øåñòèóãîëüíèê ABCDEF , ëåæà-
ùèé â P2, ïàðû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí êîòîðîãî ïðîäîëæåíû äî ïåðåñå÷å-
íèÿ â òî÷êàõ , Q,R. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå 9 òî÷åê è 6 ïðÿìûõ ðàçëè÷íû.
Òîãäà

A,B,C,D,E, F êîíêîíè÷íû ⇔ P,Q,R êîëëèíåàðíû.

2.2 Ñëîæåíèå òî÷åê íà êóáèêàõ

Ïóñòü F êóáè÷åñêàÿ ôîðìà, îïðåäåëÿþùàÿ ïëîñêóþ êðèâóþ C ∈ P2. Ïðåäïî-
ëîæèì òàêæå, ÷òî F íåïðèâîäèìà (ò.å. íå ñîäåðæèò ïðÿìîé èëè êîíèêè), è, ÷òî
äëÿ ëþáîé òî÷êè P ∈ C ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïðÿìàÿ L, ÷òî P � êðàòíûé
íîëü F |L.

Çàìå÷àíèå 2.8 Ãåîìåòðè÷åñêè âòîðîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìàÿ L ÿâ-
ëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé è, ÷òî êðèâàÿ C "íåîñîáàÿ".

Ôîðìà F , êàê ãîâîðèëîñü âûøå, ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé äåñÿòè ìîíîìîâ. Ïî-
ýòîìó êóáè÷åñêèå êðèâûå îáðàçóþò ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè äå-
âÿòü (ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü êîýôôèöèåíòû ïðè ìîíîìàõ êàê îäíîðîäíûå
êîîðäèíàòû).

Óñëîâèå íà òî, ÷òî C ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó P äà¼ò îäíî ëèíåéíîå óñëîâèå
íà F . Òåì ñàìûì, ìû ìîæåì íàéòè êóáèêó, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç äåâÿòü äàííûõ
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òî÷åê. Ïðè ýòîì îíà ìîæåò áûòü âûðîæäåííîé è íå åäèíñòâåííîé. Íî, åñëè
òî÷êè â îáùåì ïîëîæåíèè, òî îíà íåâûðîæäåííà è åäèíñòâåííà.

Êîíñòðóêöèÿ
1. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó O ∈ C.
2. Äëÿ òî÷êè A ∈ C îáîçíà÷èì ÷åðåç Ā òðåòüþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ C ñ ïðÿìîé

OA.
3. Äëÿ A,B ∈ C îáîçíà÷èì ÷åðåç D òðåòüþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé AB

ñ C. Îïðåäåëèì ñóììó A+B ïî ôîðìóëå A+B := D̄.

Òåîðåìà 2.9 Îïèñàííàÿ êîíñòðóêöèÿ çàäàåò íà ñòðóêòóðó àáåëåâîé ãðóïïû,
íóëåì (íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì) êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ òî÷êà Î.

Îñíîâíîå, ÷òî òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü â ýòîé òåîðåìå � ýòî àññîöèàòèâíîñòü.
Äëÿ ýòîãî ìû äåëàåì ñëåäóþùåå. Ïóñòü íà êðèâîé C çàäàíû òî÷êè A,B,D.
Ïðè ïîñòðîåíèè ñóììû (A+B) +D = S̄ íàì ïîíàäîáÿòñÿ ÷åòûðå ïðÿìûå:

L1 : ABR,L2 : ROR̄, L3 : DR̄S, L4 : SOS̄.

Ïðè ïîñòðîåíèè ñóììû (B + D) + A = T̄ íåîáõîäèìû ñëåäóþùèå ÷åòûðå
ïðÿìûå:

L1 : BEQ,L2 : QOQ̄, L3 : AQ̄T, L4 : TOT̄ .

Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî S̄ = T̄ . Ðàññìîòðèì äâå êóáèêè: D1 = L1 + M2 + L3 è
D2 = M1 + L2 +M3.

Êóáèêè C è D1 ïåðåñåêàþòñÿ â äåâÿòè òî÷êàõ A,B,D,O,R, R̄, Q, Q̄, S, à D2

ïðîõîäèò ÷åðåç âîñåìü èç íèõ. Èñïîëüçóåì òåîðåìó 2.6 è ïîëó÷àåì, ÷òî D2 ïðî-
õîäèò ÷åðåç S.

2.3 Íîðìàëüíàÿ ôîðìà

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êóáèêó íà ïëîñêîñòè ìîæíî ïðèâåñòè ê íîðìàëüíîìó âèäó
Âåéåðøòðàññà

y2z = x3 + axz2 + bz3. (6)

Â àôôèííîé çàïèñè (êàðòà z = 1) ìû ïîëó÷àåì

y2 = x3 + ax+ b. (7)

Äåéñòâèòåëüíî, âîçüì¼ì êóáèêó C íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè è ðàöèîíàëü-
íóþ òî÷êó O íà íåé. Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå Z = 0 êàñàòåëüíóþ ê íåé, îíà ïåðåñå÷¼ò
êóáèêó C â êàêîé-òî äðóãîé òî÷êå. Êàñàòåëüíóþ â ýòîé òî÷êå âîçüì¼ì â êà÷å-
ñòâå X = 0, â êà÷åñòâå Y = 0 âîçüì¼ì ëþáóþ ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó
O.
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Ïîñëå òàêîãî âûáîðà îñåé, ïîëîæèì x = X/Z, y = Y/Z. Òîãäà óðàâíåíèå
êóáèêè ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé (ïðîâåðüòå!) ïðèìåò âèä

xy2 + (ax+ b)y = cx2 + dx+ e.

Äîìíîæèì íà x, ïåðåèìåíóåì êîîðäèíàòû è ïîëó÷èì

y2 = P3(x),

ãäå P3(x) � ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè îò x.
Çàòåì ìîæíî îòíîðìèðîâàòü è ñäåëàòü ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì ïðè x3 åäè-

íèöó. È èçáàâèòüñÿ îò êâàäðàòè÷íîãî ÷ëåíà ïîäõîäÿùåé ëèíåéíîé çàìåíîé.

Ïóñòü òåïåðü ó íàñ êðèâàÿ C èìååò íîðìàëüíóþ ôîðìó. Íàéä¼ì å¼ ïåðåñå-
÷åíèå ñ áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé ïðÿìîé L, çàäàííîé ñîîòíîøåíèåì z = 0. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî F |L = x3. Òàêèì îáðàçîì, F |L èìååò â òî÷êå (0, 1, 0) íîëü êðàòíîñòè
òðè.

Åñëè ïîëîæèòü y = 1, òî óðàâíåíèå êóáèêè ïðèìåò âèä z = 3 + axz2 + bz3. È
â òî÷êå (0, 1, 0) ýòà êðèâàÿ àïïðîêñèìèðóåòñÿ êðèâîé z = x3.

Òî÷êà íà êðèâîé ñ äàííûìè ñâîéñòâàìè íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà.

Îïðåäåëåíèå 2.10 Ïóñòü C � êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ, P � òî÷êà íà íåé íàçûâà-
åòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà, åñëè ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ L ⊂ P2, òàêàÿ ÷òî F |L èìååò
íîëü êðàòíîñòè ≥ 3 â òî÷êå P .

Íà ñàìîì äåëå òî÷êè ïåðåãèáà ìîæíî îïðåäÿëÿòü ñîâåðøåííî äðóãèì îáðà-
çîì è íà ãëàäêîé êóáè÷åñêîé êðèâîé èõ ðîâíî äåâÿòü.

Îïðåäåëåíèå 2.11 Ãåññèàíîì êðèâîé íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ îïðåäåëè-
òåëåì ìàòðèöû âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ýòà êðèâàÿ òàêæå çàäà¼òñÿ ìíîãî÷ëåíîì òðåòüåé ñòåïåíè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
ãåññèàí ôîðìû F íå ðàâåí ôîðìå F , óìíîæåííîé íà êîíñòàíòó.

Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ñèñòåìà êîîðäèíàò, ãäå
êðèâàÿ, çàäàííàÿ ôîðìîé F ìîæåò áûòü çàïèñàíà óðàâíåíèåì

F = zy2 + ax3 + bx2z + cxz2 + dz3 + ex2y,

Ãåññèàí â òî÷êå (0, 1, 0) ðàâåí 8e. Åñëè e 6= 0, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
Ïóñòü e = 0. Òîãäà a 6= 0, èíà÷å F äåëèòñÿ íà z è, êàê ñëåäñòâèå, îñîáà.

Ãåññèàí íà ïðÿìîé z = 0 ðàâåí 24axy2 è íå ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì ax3 (çíà÷åíèå
F íà z = 0 ïðè e = 0).

Çíà÷èò, êðèâàÿ, çàäàííàÿ ãåññèàíîì ïåðåñåêàåò íàøó èñõîäíóþ êóáèêó â
ìèíèìóì îäíîé, ìàêñèìóì äåâÿòè òî÷êàõ.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêèõ òî÷åê ðîâíî äåâÿòü.
Çàìåòèì, ÷òî
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Ïðåäëîæåíèå 2.12 Ãåññèàí ïåðåñåêàåò êóáè÷åñêóþ êðèâóþ â äåâÿòè òî÷êàõ.

Ïðîñòàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ãåññèàí è íàøà êðèâàÿ ïåðåñåêàþòñÿ
òðàíñâåðñàëüíî â êàæäîé ñâîåé òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ, çíà÷èò, âñå òàêèå òî÷êè èìå-
þò êðàòíîñòü îäèí. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Áåçó ïîëó÷àåì, ÷òî òàêèõ òî÷åê ðîâíî
äåâÿòü.

Èñïîëüçóÿ íîðìàëüíóþ ôîðìó Âåéåðøòðàññå 6 ìîæíî â áîëåå ïðîñòîé ôîð-
ìå çàïèñàòü ãðóïïîâîé çàêîí.

Äëÿ ýòîãî âîçüì¼ì òî÷êó ïåðåãèáà (0, 1, 0) â êà÷åñòâå íåéòðàëüíîãî ýëåìåí-
òà. Òîãäà âçÿòèå îáðàòíîãî ñîîòâåòñòâóåò (x, y) → (x,−y), ñëîæåíèå óñòðîåíî
ñëåäóùèì îáðàçîì: ÷åðåç äâå çàäàííûå òî÷êè ïðîâîÿäò ïðÿìóþ, îíà ïåðåñåêàåò
êóáèêó â åù¼ îäíîé òî÷êå è ñóììîé ÿâëÿåòñÿ âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ êó-
áèêîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íå¼ è O,� è äëÿ âñåõ P,Q,R ∈ C âåðíî, ÷òî
P +Q+R = O, òèòòê îíè êîëëèíåàðíû.

2.4 Ïó÷îê Ãåññå

Ïîìèìî íîðìàëüíîé ôîðìû 6 áîëüøîå çíà÷åíèå èìååò, òàê íàçûâàåìàÿ, íîð-
ìàëüíàÿ ôîðìà Âåéåðøòðàññà. Âûøå ìû äîêàçàëè, ÷òî ñóùåñòâóåò ðîâíî äå-
âÿòü òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ó êðèâîé ãåññèàíà è èñõîäíîé êðèâîé. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
÷åðåç ýòè 9 òî÷åê ïðîõîäèò 12 ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ. Ïðèýòîì êàæäàÿ ïðÿìàÿ ïðî-
õîäèò ÷åðåç òðè òî÷êè ïåðåãèáà, à ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó � 4 ïðÿìûå (ïîñìîòðèòå
ëèñòî÷åê ñ çàäà÷àìè!).

Ïóñòü L1, L2 � äâå ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè ïåðåãèáà. Âûáåðåì ïðî-
åêòèâíûå êîîðäèíàòû, òàê ÷òîáû óðàâíåíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ èìåëè âèä x = 0 è
y = 0.

Òîãäà óðàâíåíèå êðèâîé ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

F (x, y, z) = xy(ax+ by + cz) + dz3, (8)

ãäå ax+ by+ cz = 0 � òðåòüÿ ïðÿìàÿ ïåðåãèáà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíè ñîíà-
ïðàâëåííû, òîãäà óðàâíåíèå âûøå ïðèìåò âèä xy(x + y) + z3 = 0, à ýòî îñîáàÿ
êðèâàÿ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåîñîáûõ êóáèê òðè ïðÿìûå ïåðåãèáà íå ñîíàïðàâ-
ëåííû.

Îòíîðìèðîâàâ êîîðäèíàòó z, ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî c = 3. Ïóñòü w �
êîðåíü òðåòüåé ñòåïåíè èç åäèíèöû. Ñäåëàåì çàìåíó êîîðäèíàò

ax+ z = wu+ w2v, by + z = w2u+ wv.

Òîãäà

abF (x, y, z) = (wu+w2v−z)(w2u+wv−z)(−u−v−z)+d′z3 = u3+v3+(d′−1)z3+uvz,
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Òàê êàê êðèâàÿ íåîñîáàÿ, òî d′ 6= 1. Ïåðåíîðìèðîâà êîîðäèíàòû ïîëó÷àåì
êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó Ãåññå êóáè÷åñêîé êðèâîé

x3 + y3 + z3 + λxyz = 0 (9)

Çàìå÷àíèå 2.13 Êðèâàÿ â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå Ãåññå îñîáà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà λ3 = −27.
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