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Çàäà÷è ê çàíÿòèþ 1

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå âñå îáðàòèìûå ýëåìåíòû, äåëèòåëè íóëÿ, íèëü-
ïîòåíòû è èäåìïîòåíòû â êîëüöå Zn.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî. Äîêàæèòå, ÷òî

(a) íèëüïîòåíò ⇒ äåëèòåëü íóëÿ ⇒ íåîáðàòèìûé ýëåìåíò;
(b) åñëè a ∈ R íèëüïîòåíò, òî ab íèëüïîòåíò äëÿ ëþáîãî b ∈ R;
(c) åñëè a, a′ ∈ R íèëüïîòåíòû, òî a+ a′ òàêæå íèëüïîòåíò;
(d) åñëè a ∈ R íèëüïîòåíò è b ∈ R îáðàòèì, òî b+ a îáðàòèì.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíò a êîììóòàòèâíîãî êîëüöà R îá-
ðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a íå ëåæèò íè â êàêîì ñîáñòâåí-
íîì èäåàëå êîëüöà R.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî è I ⊆ R � ñîáñòâåííûé
èäåàë. Äîêàæèòå, ÷òî ôàêòîðêîëüöî R/I ÿâëÿåòñÿ ïîëåì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà èäåàë I ìàêñèìàëåí.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü k � ïîëå è A � êîíå÷íîìåðíàÿ íå îáÿçàòåëüíî
êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà íàä k áåç äåëèòåëåé íóëÿ. Äîêàæèòå, ÷òî

(a) âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû àëãåáðû A îáðàòèìû;
(b) åñëè k = C, òî A = C.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî âñå èäåàëû àëãåáðû k[x] ãëàâíûå, íî â
àëãåáðå k[x, y] åñòü íåãëàâíûå èäåàëû.

Çàäà÷à 7. Ïóñòü k � ïîëå è α ∈ k. Äîêàæèòå, ÷òî

k[x]/(x− α) ∼= k.

Çàäà÷à 8. Ïóñòü x2 + bx + c � êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí íàä R ñ äèñ-
êðèìèíàíòîì D. Äîêàæèòå, ÷òî ôàêòîðàëãåáðà

R[x]/(x2 + bx+ c)

èçîìîðôíà

(a) R⊕ R ïðè D > 0;
(b) R[ϵ], ãäå ϵ2 = 0, ïðè D = 0;
(c) C ïðè D < 0.


