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��� ���������� ��������� ��� ����� ��� (x, y)� ��������������� ��������
���� ���� �������� ��� ������� �� ����������� �������������� �� ��������
� ���� ������

������� �����

������� ���� ���������� ��������� �������� y2 = x3 + k� ���� k �� �����
������ �������� � ���������� �� �������� �� ����� � ��� ����� � ���������
����� ������������ ������� (r, s)� ����� ��� rs �= 0� �� ������� ����������
����� ������������ ��������

���� ��� ����� ������������
���������� ����

x = r + z, y = s+ 3r2z/2s

������������ ��� (x, y) �������� ����� z = 9r4/4s2 − 3r�
���� x = 0� �� ��������� ��� k = t6� ���� ���� �� ������ ������������

�������� �� ������ 2n ����� ��������� ��� y �= 0� � ��� ������ ���� k �= 1
��� �����
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�� �� ������ ���� ����� ������� ������

��� ������� ������

������

����������� ���� ��� ������ f(x, y) ∈ C[x, y] ��������� V (f) := (x, y)|f(x, y) = 0 ⊂
C2 ���������� ������� ������� ������� �� �������� ��� ������ �������� ����
��� ����� ��� (x0, y0)� ��� ∂f

∂x
(x0, y0) =

∂f
∂y
(x0, y0) = 0�

��������� ��� ������������������������ ������������ ����������� ����
���������� ��������� �������������
������������ ������� ������ ������ � ��� ������� ��� ����� �������

�� ������������� ������ ��� ������� �������������� ���� ���� �� ���� ��
������� ���������� �� ����������� �� ����� ������������ ������� � �����
��� ������� � ����� ���������� ����������� � ������ � ���������� ����� ���
����������� ������ � ������� ������ � �������� �������

��� ���� ��������� ����� �� V (f) � ����������� ����� (x0, y0)� ��� ����
��������������� ����������� ��������� �� ������ ������� � Vx0 ����������
�������� ������ ����� ���������� ����� ��������� ��� ����������� �������
������ ��� �������� ������������
������������� ��������� ������������ ������ �������� � ��� ����� �

�������� ����� ����� ���������� ����� ������������ �� ����� ������������
���� ������� ��� ����������� ������������ �������� ���������� KS� ������
�������� � ������ ����� �������� ������������ ����������� �������� �������
����� �� ������������ ������������ � C� ������� ����� ���������� ����������
�������������� �� S�

�������� ��� ������� ���������� ������� ���������� �� �����������
���������� �������������� ���������� ���������
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p(x, y, z) = x2 + y + z + 1

����� ������� ��� p(1, 1, 1) �= p(2, 2, 2) ���� ��� ���� � �� �� ����� � ������
������ ���������� ������� ��� ����������� ����������� ��� ���� ����������
���� ����������� ������� ���������� �������� ����� ������� ����� ������
����� ���������� ������������

����������� ���� ��������� P ���������� ����������� ���� ��� ������
����� ������� d�

���������� ��������� ��� � ���� ������ ��������� ���������

P (tx, ty, tz) = tdP (x, y, z)

�

x
∂P

∂x
+ y

∂P

∂y
+ z

∂P

∂z
= dP,

��������� ���������� ���������� �������

����������� ���� ��� ������ ����������� ���������� f(x, y, z) ∈ C[x, y, z]
��������� V (f) := (x : y : z)|f(x, y, z) = 0 ⊂ P 2(C) ���������� ���������
��� ������� ������� �� �������� ��� ������ �������� ���� ��� ����� �����
(x0, y0, z0)� ��� ∂f

∂x
(x0, y0, z0) =

∂f
∂y
(x0, y0, z0) =

∂f
∂z
(x0, y0, z0) = 0 ����� ��������

�������������� �������������� ����� ����� � ���������� ����������� ����
���������� ��� ��������� ���������� � ����� ��� ������ ���� ������� �� ������
����������� ����� ������ ��� �������� � P 2(X) �� ������������ ������ ���
��� ����� � �������� ���������� �������

����������� ���� ������� ����������� ������� ������ �������� ��������
��� ��������� �������������

���� ���������������
�� V (F ) ���������� ���������� ��������� ��� ��� �������� � P 2(C)� ���

����� ���������� ��������� ��� π−1(V (F )) �������� � C3 \ (0, 0, 0)� ��� pi : C3 \
(0, 0, 0) → P 2(C) � ������������ ��������� �� ����� �� ������ ��� π−1(V (F ))
��������� � ���������� ���� ��� ����������� C3 \ (0, 0, 0) → P 2(C)� �������
������ ����������� f �
�� ����� ��������� ��� ��� �������� ������������ ���� �������� �� �������

����� � ������������� ������� � P 2(C)� ����������� ��������� ����� z = 0�
��� ���� �������� ���������� X, Y = x/z, y/z� ����� ����������� � ������
V (F ) ��� V (f)� ��� f(X, Y ) = F (x, y, 1)�
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�� ����������� ��� ��� �����X0, Y0� ��� � ��� ���������� ��� �����������
f � � ����� ����� ���� �� ��� ���� �� ���� �� �� �� ����� ������������ �
���������� ������ �������� �������� ������������
������ �� ��������� ��� ��� V (f) ����������� ������� �������� ������

� ��� ����� ��������� �������������

�������

��������� �� ��������� f(x, y) = y2 − x3 − 1� ��� �������������� ��� ����
������ F (X, Y, Z) = Y 2Z − X3 − Z3� ��� ��� �� ����� ��� ���� ����� ��
������������� X = Z = 0, Y = 1�

��� �������

�� ��� ��������� ��� ��������� ������������� ��� ������ ��� ��� �����
����������� ��������� ������������ ������� ��� ����� ���������� � �������
�����

����� ������� �������� ����������� ������� d ����� �������� �����

(d− 1)(d− 2)

2
−

�
vp,

��� ����� ������� �� ���� ������ �������
������� ������ ����� xn + yn − 1 �� ����� ������ ������ ��� ��� �� ���

(n− 1)(n− 2)/2�
��������� ������ y2 = x2(x + 1) ����� ������� ����� � ������ �������

���������� ��������������� ����������� ������ ZY 2 = X2(X + Z) �����
����������� −3X2 − XZ� 2Y Z� X2 − Y 2� ������� ���������� � ����� ��������
������� ��� ���� ������ �� � �� ��
������� ����� ���� ����� ������������ �� ������ � ����������� �� ����

�����
���� ������� �� �� ��� ������ f = ax+ by + c � ������� ���������� ������
���� ������� �� �� ����� ������� �� ���� ������ ��� � ������� x2 + y2 + 1

��� ��� ���� ���� ���� �� ����� �� �� ���������� ������ ����� ������ �����
��� ���� � � ��� ���� ������ � ��������� ��������
���� ������� �� �� ����� �������� ������ ����������� �������������� �

�� ���������� �� ����� ������ � �� ������ ������������ ����� ��������
�������
��� �� ���������� � ������ ������� �������� �� �������������� ������

������������ ����� ����� ������� �������� � ���� � ����������� ��������
���������

��� ������������ ����� �� ������ ���� ����

�������� � ������ ���� ����� ������ ��������� � ����� ������ ��� �������
������� ���������� ���������� ��������� P (X, Y, Z) = X2 + Y 2 − Z2�



�� ��������� ������� ����� �� ������� ������ ����� ������������ ������������ �� � ������ ���� ��

������� �������� ����������� ��� V (P ) ������� ����������� ������� ����
�� ���������������� ������������ Z� �� ������� ��������� ����������� ����
�� ��������� � X ��� Y � ��������� ���������� ��� ���������� ����������
��� �������� ������� ������ ���������� �������� ������ �������� ��� ��
����� ��� �� ������������ ��� ����� �� ������ ������� ���������� �����
������ ���������� �����������

����������� ���� ������ ���� ���� � ������������ ������ ��������� ����
�������� �������

���� ����������� ������ ����� ��� ������ ������������ ���� ������� ���
����������� ������ �����������

������� ��������� �����������
����� ��������� ��� �� ��������� ���������� ������ ��������� �����

������� ���������� ��� ������ ����� ��� ����������� ��� ���������� ����
���������� � ��� ����� ����� ������������ ���������� ������ � �������� ���
����� ��������� ������ ��� y = tx + t� �� ����� ����� ������������ �����
���������� �����������

x =
1− t2

1 + t2
, y =

2t

1 + t2

������� �������� ��������� ����� �� ������ ���� ������������ ����� � ���
��������� ��� ����� ���� ���� �� ����
���� �� �������� ���������� ��� �� ����� ������ ���� ���� ���������

������� ������� ������� �������� ������ ����������

ax2 + by2 + c,

��� a, b, c ��� ���������� ������� ������� �������� ������� �������� ������
������ ��� ������������ ������� ������� ����� � ������ ������ ����� � a, b, c
�� � ���� ���������� ����� −ab ������� �� ������ c� −bc ������� �� ������
a� −ac � ������� �� ������ b�

������ ������������ ����� �����������

��������� ������������ ����� ���������� �������� ����������� �������
������ � ��������� ��������� ������� ��� ������� (1, 0) = 1 + 0i� ��������
����������� ����������� (x, y) ∗ (t, u) = (xt − uy, xu + yt)� ��� �� ����� ����
������ �������� ����� � �������� ������� � ����������
�� ����� ����������� ����� ��� ����� ���������� ��� ��������� �������

��� ����� �����
����� ������� ��� ��� ������ ��������� SO(2, Q)�

�������� ������

��� �� ��� ��������� ��� ������ ���� ���� ����� ���� ���� ���� ���
���������� ������ ���� ���������� ������ � ��������� ������ ���� � �����
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������������ ����� ����� � ��� ���� ����� ����� ��������� ��� ��������� ���
������� ���� ��� ����� ������������ ����� � Qp ��� ���� p� ���������� Qp�
����� ��� ������ ��������� ����������� �� ������ ��������� ������� p

������� ����� X ������� �������� ������ ���������� f = x2+y2?3� ����
���� ������������ �������� �� ������� � ������ ������������ �� ���������
��� ���� r, s, � t� ����� ��� r2 + s2 = 3t2� ��� ��� �������� ����� ��������
� � ��� � �� ������ �� �� ����� �������� ��������� ��� � ����� ����� ���
��������� ������� �� �� � ��� ����� ��� ������ ��� ������������� ���� ���
� ��� ��� ������ �������� ������ �� ��� ������� ����������� ��� ������ �
��� ���� ����������� �� ������ � � ������������� ������� ��� Q2� � ������
������� ������������ ������

����������� ���� p���������� ������ ��� �������� p ���������� ��� ����

a0 + a1p+ a2p
2 + ...

���� ������ ������������ Zp� ���� �� ������� ���� �� ������� ���������
���

Zp → Z/pkZ

����� Zp ����� ���������� ��� �������� ������ ����� Z/pkZ� ����� ����
���� � ���� ����������
���������� ������������ πZ

ji/p
iZ → Z/pjZ� ����� �������� ������ ���

limZ/pkZ = (xi)i ∈
�

i

Z/piZ|πij(xj) = xii ≤ j

����������� ���� ���

a−n1/p
n + ...a0 + ...

���������� p���������� �������

��������� p���������� ����� ������������ Qp� ��� ���� � ��� ��������
���� ������������ ������

������� �����

� �������� � ���� ������ ��� ����� ���������� ���� ������� � ���� �����
����������� ��� ��������� A = y2modp � B = u− x2modp� ��� ������������
� ������������ ����� ������� ����� ��������� ��� ���� p ≡ 3mod4� �� t p�
��������� ����� �������������� � ����� ���� ��������� ����� ordp(t) ������
� ����� ������� ������� ��� ����� �������������� � ����� ��������� �����
����� ��� ������� � �������� � �� ������ � ������ � ������ ��������
����� ��������� ��� ����� ������� ��� ������������ ���� � R � Zp ���

���� p �� ������ ������� ������� � Z� ���������� ���� ���������
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����� ���� �������� ������ ���� f(X) ∈ Zp[X] � a ∈ Zp �������������

f(a) ≡ 0modp

� f �(a) �� �������� � ����� �� modp� �� ���������� ������������ p����������
α� ����� ��� f(α) = 0 � α ≡ amodp�

������� ���������� x2 + 11y2 = 3� � ���� ��� ������� ����� ��������
�� ���� ������� ������������ � ��� ���� Zp� ������������ ������ ��� Zp �
p �= 2, 11 ���� ������ ��������� x2 ≡ 3−11y2modp� ��������� ������� ��������
����� ��������� ����� �������� � ������ p = 2 �������� ��� 3/11 ≡ 1mod8
��������� ��� ���� ������� � Z2 � Z11 �������� ��������� 3 ≡ 52mod11� ������
����� ������ x2 + 11Δ02 = 3 � Z11�

�� ��������� ������� �� �������� �������������� ��������� � ������ ���
������������ ����� ������� � Zp ��� ���� p ����� ������� �� ������ ������
m� ���� �� �� ������� ���� ������� ��� ����� ������� �� ������ ������ ��
�������� ����� ������� � ����� �������
� ������� ���� � �������� ���� ������������ �������� � ������� x2 +

11y2 = 3 ����� ������� ����� ���� � ����� ����� � ��������� 2x2 + 7y2 = 1
�� �������� ����� ������� ����� ���� � ����� ����� ��� ��������� ��� �������
������� � Q � Qp ����� �������� ���������� ���Z � Zp � ��� �������������
����

������� ���� ������������������ ����� Q(x1, ..., xn) ������������ ����� �
������������� ���������������

�� ��� c ∈ Q× ��������� Q(x) = c ����� ������� � Q ����� ��� �����
������� � R � ���� Qp�

�� ��������� Q(x) = 0 ����� ������� � Q ����� ��������� ����� ��� �����
������� � R � ���� Qp ������ ��� � � � � ���

����� ����� � ����� �������� ���� n ≥ 2� �� ������� ������� � Qp �������
������������� ����� p �= 2 ��� ���� �������� ����������� ���������� Q(x)
�� � Z×

p �
�

� ������ ������������

������� ���� ������ ����������� C(Q) �= ∅ ����� C(Qp) �= ∅ ��� ���� p� �
���� ������ ������ �������� P 1�

���������������
�������� ������ � P 2 ��� ������� ����� ����� ������������ ����������

f(x, y, z) = 0� �� ����� �������� ��� ����� � ������������� ���� ax2+ by2+

������ ����� ����� �������� � ������������� ���� � ��� ��� ��� ��������



�� ��������� ������� ����� �� ������� ������ ����� ������������ ������������ �� � ������ ���� ��

cz2 = 0 � a, b, c ∈ Q×� ������������ ����������� ������� ax2 + by2 = z2� ���
a, b ����� ����� ��� ���������� � ����� �������� ��� ����������� ��������� ���
|a| ≤ |b|�
���� a = 1� �� ���������� ������� ������ y �= 0� �������� ��� ��� �������

(x, y) ����� b ����������� ������ ��� z/y + x/y
√
a�

��������� ��� ��������� ���� ��� Q(
√
a) �������� ��������� � Q×�

������������ ��� C(Qp) �= ∅ ��� ���� p� ����� ��������� ��� C(Q) �= ∅
��������� �� m = |a|+ |b|�
���� m = 2� �� a = −1� b = 1� ����� ����� ��� C(Q) �= ∅�
����� ������ m > 2 ��� |b| ≥ 2� �� ����������� ��� a ��� ������� ��

������ b� �� ��������� ������� �� �������� ���������� �������� ��� �� ������
������ �������� �������� b� ����� (x, y, z) ∈ Q3

p ��������� ������� ����������
����� �������� ��� ��� � Zp � ���� �� ��� ������� ���� ���� x �� �������� ��
� z ����� �� ����� � y ����� �������� ������������� ������ a = (z/x)2modp�
����� ������� ����������� ���������
�� ����������� �������� ��� ���� t ∈ Z ����� ��� t2 = a+ bb�� ����� �����

t ���� ��� |t| ≤ |b|/2� ����� bb� ��� ����� t − √
a� �� b ����� ����� b� ������

������

ax2 + b�y2 = z2

����� ������������ �������� ����� |b�| = |(t2 − a)/2| ≤ (|b|/4 + 1) < |b|�
�������� ��������� ����������� ��� ������������ ����������� ������ ���
���� �����


