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�� ���������� ������ ��� Q� �������� ����������

x3 + 2y3 + 7z3 = 0

����� �������� ��� ��� ����� �� ������ �� � ������ ��� � ������� ������
������� ����� ������

�� ����� � ��� ���� ������

y2 = 8x4 − 1

����� ��������� ��� ��� ������ ����� ����� �� ������ ���� �������� ���
���� ��� ������� �� ������ ��

������ �������� ������� �� ������ ���� �������� ������� ����� �������
���� ��� ������� ������� ��� Qp� ��� �������� �������� ������������� �� �
Qp �������� ������ ��� ��� ��� ����� � �� ����� ��� Z/pkZ ������ � ����������
�����

�� ����� ���� ������ −y2 = x4 + x + 1� ��������� � ������ ����� �� �����
������������ ������� ������� �� ������ ������������ ������� ��� ����������
���� � ������������� � ������������ ��������

���� ������� ����� �� ������ ��������� �� �� ����� ���������� �������
����� ��� Qp ��� �������������� ���������� ������������ ������

����������� ������������� ������ � ����� �������������

����������� ���� ������������� ������ ��� ����� k ��� �������� ������
������ �������������� ������ E ���� ���� � �������� ������� ������ O ��
�������

�������

�� ������ � P 2(Q)� ������������ ���������� ������� Y

Y 2Z = X3 +XZ2

��� �������� ������ ���� ����� ���� ����� ����� O = (0 : 1 : 0)� �� ���
������������� �������

�� ������ 3X3 + 4Y 3 + 5Z3 �������� �������� ����������� ������ ����
���� ��� Q� �� ��� �� ������������� ������� ��� ��� ��� �� �������� �� �����
������������ ����� �� ��� ���� ����� ��� R � ��� Qp
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���� ������ ������ ������� �������������� ������� ����� ��� Qp �������
� �������� ������ ������� ���

��������� ��� ������������� ������ ��� �� ������� ��� ����� ��� ������
�� ����� � �������� ��������� � ���� ������� ���������� ����� �������� ��
���������� ��������� �������� ���� ������������� e��

4a

� 1

0
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1− a2t2

1− t2
dt

���� �������� ���������� ������������� �������� ������ ��������� �������
������� ��������� u2(1?t2) = 1?e2t2� ������� ������ ������������� �������
���������� ������ ������������� ������ ���������� �������� ������� ���
����������� ������ � ����������� �����

���������� ����������� ����� ������������� ������� �������� ��������
��� ����������� ������� ������ ��� ����� ������ ���� ���� ������������ �
P 2 ��� �������

����������� ���� ���������� ��������� ������������ ��� ��������� ����

Y 2Z + a1XY Z + a3Y Z2 = X3 + a2X
2Z + a4XZ2 + a6Z

3

��� ai ∈ C

���������� �������� ��� ����� ��������� ������ ������ � ����� ������ ��
�������������� � � �� � � � ��� ��� �������� ������������ ������ � ������ �
��� ������� ���� ����� ���� ����� � ������ �������� �������� ����� ������
� ������ ��������� �������� ���������� ������������� ����� ����� �������
��������� ��������� ������������ ����� �������� � ��������� �����

��������� ��� ��������� ������������ ���� ��������� ��������� b2 =
a21 + 4a2, b4 = 24 + a1a3, b6 = a23 + 4a6

����������� ���� ��������� ������������ ������ �������� �������������
������ ����� b6 �= 0�

����������������� ��� ������ ��� � ����� �� ������������� ���� ������
�������� ��� ��� ����� �������� � �������������� �������� ������� ������
��������� y� = 1

2
(y − a1x− a3) ������ ���� �������� ��������� � ����

y2 = 4x3 + b2x
2 + 2b4x+ b6,

��� bi ���������� ����� ��� ������ �������� �������� ���� � ������ ������
��� ������� ������� �

����� ����� ������� x� = x+ b2/2 ����� �������� � ���� y2 = x3 + ax+ b�
�������� ��� ������������ ��������� ������������ ���������� ����������
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����������� ���� ����� ������������� ������ E ��������� ������ � P 2�
�������� ����� ���������� ������������ � ������� ������ O � �� � � � ��� ���
������ ����� �������� ���������� ��������� ������������ ���������� �����
����������� ������ ������ � ������� �������

����� ��������� ��� ���� ������������� ������ �� ��� ��������������
� ������� ������ ���������

��� �������� ����� �� ������������� ������

������������ ����������� ��������� ��� ��������� ������� ��������� �
P 1� ���� ����������� ������ ������� �� ������� ������ � ����� �� ������
��������� ���������� � ��������� ������������ ������ Z = 0� ����� �������
����� ����� ���� ���������� ��������� ������ �������� X3 = 0� ���� �������
� ������������ ����� �� �������������� ��� ����������� P 2 � A2 ∪ P 1 ���
����� ������������� ������ ��� ��� ������������ ������ �� ��������� xy� ���
����������� � ����� ������� �� ������������ �������� ������ ���� �����
����������� ������������ �������

���������� �������� ��� ����� ������ ���������� ���� ������ �������
���� ������� O � ��������� ����� ������� �� � ��� ��� ������� ������ �������
����� ������� ����������� ��� ����� ����� ����������� ������ ������� m � n
����� mn �� �������������

���� �� �������� ����� ����� ��� ������������ ����� P � Q� ������ ���
������� ������ ����� P ∗ Q ����������� ����� ������������� � ��������� �
�������� ����� ������� ����������� ������� ���������� ����� P ∗ Q � �����
O � ����� ������� �������� ��� ��� ��� �� ������������ ������������� ����
��� � ����� ��������� ������������� �� ����� ��������� P + Q �� P ∗ Q
�������� �� � ���������� ����� ���������� −P − Q� ���� �������� ������
������� ������ � ����� ����� �� ����������� � �������� ����� ������� ���
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���� (x, y) ����� �� ������� �������� ��������� ������������� �� � (x,−y)
����� ������� P +Q ������ ����������� P ∗Q ������������ ��� x� ��������
������� ��� P = Q� ����� ����� ����� ����������� � ������ � ����� P ���
������ ��������� �� ��� ����������� ����� ������ ����� ����������� ���������
��� � ������ ��� P ∗P = −2P � ��� � ������ �� ����� ������� ��������� −2P
������������ ��� x�

�� ����������� ��� ��� ������������� �������� �������� � ���������
E(Q) � ���� ��������� �������� �������� ������� �������� ���������������
����������

��� ���� �������� � �������������� ��������������� �������� ���������
�����

������� ���� ����� ���� ��� ���������� ������ C1, C2� ����� ���� ������
C� ���������� ����� ������ �� ������ ����� ������������ ����� ��� ��������
� ����� ��������

��� ���� ����� ��������� �������������� ����� ��� (E(Q),+) ������ ���
����� �������� ������������� ������� � ���������� �������� �������� �����
��� ����� O� �������������� ����� ����� P � O ��� ������������ ������ �����
P � ������ �� ����������� P +O = P ��� ���� P � � �������� ��� P ∗O�

�������� ����� ����� ������ ����� ���� P = (x1, y1), Q = (x2, y2)� �������
��� ������ ����� ������������ � �������� ����� ������������ y2 = x3+ax+b
������ P +Q = (x3, y3)� ����� y = λx+ ν = λ(x− x1) + y1 ������ ����� P,Q�
����� �������� �������� ��� ��� ��� ����� ����� � ����

f(x)− (λx+ ν)2 = (x− x1)(x− x2)(x− x3)

������� � ��������� ������������ ��� x2� �������� ���

x3 = λ2 − x1 − x2

�
y3 = λ(x1 − x3)− y1,

��� λ = y2−y1
x2−x1

�

���� ����� ���������� �� λ =
3x2

1+b

2y1
�

�������

E : y2 + y = x3?x

P = (0, 0), Q = (−1,−1)� ���� P +Q� ����� ����� P,Q � y = x� ��� ����������
������ ��� � ����� R = (2, 2)� ��� ����� ������ ������� ����� � �����������
������ x = 2 � ����� ������� ��� ����� ����� ����� y2+y = 6� ��������������
��� ����� ����� ���������� �������
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����� ��������

����� �������� � ��� ����� ��������� �������� ���� ����� P � ��� mP = O
���������� ����� ����������� �� P = −P � ���� (x, y) = (x,−y)� ������ y = 0�

���� x1, x2, x3 � ����� f(x) = x3+ax2+ bx+ c� �� E[2] = O, (0, x1), (0, x2), (0, x3)�
��� ��� � ���� ���� ����� ������� ���� �� ����� ������� ��� E[2] = Z/2Z×Z/2Z�

� ����� ������� ����� E[m] = Z/mZ ×Z/mZ� ��� ���� �� ��� �������� �
������� �� ����� ��� ����������� ����� E(C) = C/Λ� ��� Λ ��������

������������ ��� ������ E(Q) ������� ���������� ��� �������������� ����
�� ����� ��� ���������� �������� E[2]�

�� � ������ ��������� ������� �� �� ����� E(Q)� ������� ������� �� ���
��� �������� � E(Q)tors� ��� ��� ��������� ���� ��������� �������� �����
������� �� ������� ��� ���������������

������� ���� ������������� ����� E : y2 = x3 + ax2 + bx + c� ��� a, b, c ∈ Z�
���� (x, y) ∈ E(Q)tors� �� x, y ∈ Z�

��� ������������ ����� �� ������ ���� ����� ��������

E(Q)

������� ��������������

������� ���� ���� ������������ ��������� E(Q) ������������������� ������
�� �������


