
�� ��������� ������� ����� �� ������� ������ ����� ������������ ������������ �� � ������ ���� ��

������ �� �������� ��������� ����� �����

��� �������� ��������

�������� ���� ����� ������������ ����� �� ������ ���� ≤ 2 ��������

� ���� ����� �� ������� ����� ������ � ����� ����� �������������� �����
��� ���������� � ��������� ������ ��� �������� ���������

��� ����� ������ � ����

�����������

����� ��������������� ���������� �������� ���� k ���������� ������ ����
������ ���� k�
��� ��������� ���� k� ���������Mk � ��������� ���� �������� k� ��� ����

�������� ��������� ������������� ����������� � ������������� ����� �����
�������� � ����������� ����� ��������� �� ������������������� ������������
� ���������������� ���������� � R � ������ (σ, σ̄) �������� � C� ������
���� ������������� ���� ��������� � ������������ � ���������� ���������
������� ������� � ������ ����� OK ���� k� ��� ������� v ∈ Mk �� �������
���� ������

|| · ||v = |σ(x)|, |σ(x)2|, x−ef ,

��� ������ ����� �� ������������ ���������� ������ � �� ������������ ����
���� ���� v p�������� ��� p ���������� � �������� e ��� ������������� �������
p � f ������� ���������� ���� ��������
�������� ��� || · ||v ���������� �������� � �� ����������� ����������� ���

��� ��� �� ������������� ����������� ������������� ����� v �����������
� ����� ����������� � ��� ���� ������� ������������

�

v∈Mk

||x||v = 1

��� ���� x�
� ����� Nv = 1, 2 ��� � � ����������� �� ����� �������� v �������������

������������ ��� ��������������
�����

�

v∈Mk

Nv = [k : Q]

�

||a1 + ...+ an||v ≤ nNvmax||a1||v, ..., ||an||v



�� ��������� ������� ����� �� ������� ������ ����� ������������ ������������ �� � ������ ���� ��

��� ���� n ∈ N � a1, ..., ak ∈ k�
�������� ����� ����� ������������� ��������������� ������� � ����������

������ � ����� P ∈ P n � ����������� ������������ [x0 : ... : xn] �����

h(P ) =
1

[k : Q]

�

v∈M−k

logmax||x0||v, ..., ||xn||v

����� ������

����� ���� ��������� ����� A � M ×N ������� � M < N � ������ �����
����������� �������� ���������� �������� �� ����� Q� ����� ����������
��������� ������ x = (x1, ..., xn) ∈ ZN � Ax = 0� ����� ���

|xi| ≤ [(NQ)N/(M−N)] =: Z, i = 1, ..., N

���������������
����� ����� ����� � �������������� 0 ≤ xi ≤ Z ����� (Z + 1)N � � ������

�������� ��� ���� j = 1, ..., N � ��� ���� ����� x� j��� ���������� yj ������� y =
Ax ����� � ��������� [−njQZ, (N − nj)QZ]� ��� nj � ��� ����� �������������
����� � j��� ������ ������� A� ������ ���������� ��������

(NQZ + 1)M < (Z + 1)N

��������� �������� Ax� ������� ���������� ������� x1 �= x2 � �����������
���� �� ������� ��������� � ����� ��� Ax1 = Ax2� ������ ����� ������� ���
x = x1 − x2 ������������� �������� ������

��������� ������ ����� ��������� ���� K � ��� ������ ����� ����������
������������ � K� ��� ���� ����� ���������� ������ ������������ ������
����� � ������ ���������������
����� ������ �������������������������� ��� ���������� ����� ���� ����

���� � ��������� ������ RS� ������� ���������� ������������ ������ R �����
���� K �� ��������� ��������� ���� S ���� K�

����� ����

�������� ������������ ������� ���������

������� ���� ����������� ����� α ∈ R �������������� �������������� �����
������� d ��� ����� Q� ����� ���������� ���������� ���������� ��������
�� c(α)� ����� ��� ��� ���� p/q ∈ Q

|p/q − α| > c/qd



�� ��������� ������� ����� �� ������� ������ ����� ������������ ������������ �� � ������ ���� ��

�������������� �������� � ��������� ������ � ������ ���������� ������
���� f(x)� ������� ���������� � α� ���� ��������� ������������ ���� �� ���
������� ��� �������������� ��� ������ ������� �� ������������� �������
���������������
������ f(p/q) �= 0� ����� ����� f(p/q) ≥ 1/qd

����������� �������������� ���� ��� ����� ��������� ���

f(p/q) ≤ b(α)|p/q − α|

��� ����� ��������� b(α)� �������� �������� |p/q − α| ≤ 1�
��������� �� ������� �������� ��� max(1, 1/2b(α))

������� ���� ��� ��������� ��������������� ����� α ∈ Q̄� ������������� C
� � > 0 ���� ������ �������� ����� ��� ������� ������� ������ ����� ���

|p
q
− α| ≤ C

|q|2+�

���������������
������ �������������� ����� ����� ������ ����� ������ ��� ����������

�� ��� ��������� ��������������� ������������
��������� ����������� �������� ��� ����������� �������� i1/d1+ΔΔΔ+

in/dn � 0 ≤ ih ≤ dh(h = 1, ...,m) ������ � n/2�

����� ���� ����� d1, ..., dn ����� � �� ����� ��� � � ����� � > 0� �����
�������� ����� (i1, ..., in)� ������� ������������� 0 ≤ ij ≤ dj �

|
n�

h=1

ih
dh

− n

2
| ≥ �n

�� ����� ���
(d1 + 1)...(dn + 1)/(4n�2)�

�������������� ������
���������� �������� ij ��� ����������� ��������� ��������� ����� ���

ij ���������� ������������ �� 0, ..., dh�
��������� ��������� �������� X =

�n
h=1 ih/dh�

����� �������� X ����� µ = n/2 � ��������

σ2 = V ar(i1/d1) + ...+ V ar(in/dn)

�
�� �����

V ar(ih/dh) =

dh�

ih=0

(ih/dh − 1/2)2/(dh + 1) =
2dh + 1

6dh
− 1/4 ≤ 1/4



�� ��������� ������� ����� �� ������� ������ ����� ������������ ������������ �� � ������ ���� ��

������� σ2 ≤ n/4� �� ��������������� ��������� ����������� ��������
�����

Prob(|X − µ| ≥ c) ≤ σ2/c2.

�������

Prob(|X − n/2| ≥ �m) ≤ 1

4m�2

����� ���������
������ ������� ���������� ������� ��������� ���������� � ������ ������

����� ������� �� ���������� (i1 + ... + in)� ����� ��������������� �������
����������� �� ���������� � ����� �� ��� ���������� �������� �� ����������
� ������� ��������� �� ����������� ������� ����� ������ �������� ��� ���
��������� ������ � ������ ����� � ������

����������� ���� ��� ���������� P (X1, ..., Xn) ∈ Z[X1, ..., Xn] � i = (i1, ...in) ∈
Zn

≥0 �������

Pi(X1, ..., Xn) =
1

i1!...in!

∂i1

∂X i1
1

· · · ∂in

∂X in
1

P (X)

=
�

lh≥0

�

h

Cjh
ih
C(j1, ..., jn)

�

h

Xjh−ih
h

����� α1, ...,αn ∈ C � d1, ..., dn ������������� ������ ����� ������ ���������
�� P � α = (α1, ...,αn) � ������ d1, ..., dn ���

t(P,α, d1, ..., dn) = min
n�

i=1

li
di
|Pi(α) �= 0

�������� ��� t(PQ) = t(P ) + t(Q) � t(P +Q) ≥ min(t(P ), t(Q))�
������ �������� ��� ������� ��������� � ������� �������� � ��������

������ ��� ���������� P ��������� �������� ������� ������������� �� |P |�

����� ���� �������� �� ��������� ������������ ��� α �������������� ���
��� ������� d ≥ 2� ����� � > 0 � ����� n ����� � �������� n ≥ d/2�2� �����
d1, ..., dn ������������� ������ ����� ���� ��������� P � �� ������ ������
������� ����� ���

��� deg(P ) ≤ di � X − i

����
t(P, (α, ...,α), d1, ..., dn) ≥ n(1− �)/2

����� |P | ≤ Cd1+...+dn
1



�� ��������� ������� ����� �� ������� ������ ����� ������������ ������������ �� � ������ ���� ��

������� P =
�d1

j1=0 ...
�dn

jn=0 z(j1, .., jn)X
j1
1 · · · Xjn

n � ��� z ������ �������
������ ���� ���������� ���� ����� ���� ������������ ���� Pi(α) = 0 ��� i1/d1+
...+ in/dn ≤ b(1− �)/2�
������� ��� ��� ������� � ����

A0z + αA1z + ...+ αd1+dnAd1+...+dnz = 0,

��� Ai ��� M × N ������� � ������ �������������� � �������� |Ai| ≤
4d1+...+dn � ��� N = (d1+1)...(dn+1) �M ����� ������� i� ��� i1/d1+ ...+ in/dn ≤
n(1− �)/2�
��� ��� α �������������� ����� ������� d� ������� ����

B0z + ...+ αd−1Bb−1z = 0,

���Bi M×N ������� � ������ �������������� � �������� |Ai| ≤ Cd1+...+dn
2 �

��� ��� α, ...,αd−1 ������� ���������� ��� Z ����� B0z = 0, ..., Bd−1z = 0�
������� Bz = 0� ��� B ������� ������� dM ×N � |B| ≤ Cd1+...+dn

2

�� ������������� ����� ����

M ≤ (d1 + 1)...(dh + 1

4m�2
=

N

4m�2
≤ N

2d
.

����� �� ����� ������ ���������� ��������� ����� ������ z� ����� ���
Bz = 0 �

|z| ≤ (N |B|)dM/(N−dM) ≤ N |B| ≤ Cd1+...+dn
3 .

��������� C1, C2, C3 ������� ������ �� α� ����� ���������

��������� ����� ���� �������� ������������� ��� ����������� ����� ��
���� ��������� ������ �� ��������� � ������� (p1/q1, ..., pn/qn) � (d1, ..., dn)�

����� ���� �����
����� n ≥ 1 ������������� ����� � � > 0� ����� ���������� ����� C4 =

C4(m, �) > 1 �� ��������� ����������
����� dj (j = 1, ..., n) ����� � dh ≥ C4dh+1, h = 1, ..., n−1� ����� (p1, q1), ..., (pn, qn)

���� ������� ������� ����� � qdhh ≥ qd11 � qh ≥ 22mC4 , h = 1, ..., n� �����
P (X1, .., Xn) �� ����� ������������ ���� � ������� �� ������ Xh �� �����
dh � ��������

|P |C4 ≤ qd11

�����

t = t(P, (p1/q1, ..., pn/qn), d1, .., dn) ≤ �

�������������� ���� ����������� ����� �� ���������� ��� ���� � ��������
��������� ������



�� ��������� ������� ����� �� ������� ������ ����� ������������ ������������ �� � ������ ���� ��

���������� �� ����� ���������� � �������������� ��������������� ������
���� ������������ ��������� �� ����������� ��� �����������

|p
q
− α| ≤ C

|q|2+δ

��������� ��� ������������ ����� ��� (p, q)� ��� ������ �������� �������
������ ��� α �������������� ����� ������� d ≥ 2 � �|α| < 1� ����� ���������
���� ��� 0 < δ < 1/2�
��� �� ����� ���������� ����� ph/qh�
����� P ��������� ����������� � ������� �� ������� ��� α, � = δ/2, n >

d/2�2 � ������������ d1, ..., dn� ����� P ����� ������ > n(1 − �)/2 � �����
(α, ...,α) � � ����� (d1, ..., dn)�
��� ������ ������� ������� ����
��� ������� (p1, q1) ��� �����

q1 > max((6C1)
1/�, Cm

1 , 22mC4),

��� C1 ���������� ������� ��������� � ������� �� �������� � C4 � ����� ����
����������������
��� ������ ������� (p2, q2), ...(pn, qn) ����� ���

qh+1 > q
(1+�)C4

h , 1 ≤ h ≤ n− 1

��� ������� ������ d1 ��� ���

q�d11 ≥ qh

��� ��� ������� ������ n �������

qd11 ≤ qdhh < q
d1(1+�)
1

��� �������� ��� ��� q�d11 ≥ qn ≥ qh
������� �������� ����������� ��� ������������� ����� ���� � ���� �����

���� ����������

��� �� ������������� ����������� ������� � �������� ��� P (p1/q1, ..., pn/qn) =
0�
�� ����� ����� ����� �������� ������� ���������� � ������� ��� ������

���������� ������ � � ����� (p1/q1, ..., pn/qn) � (d1, ..., dn)� ��� ����� ��������
��� ��� ������� i �

i1/d1 + ...+ in/dn < �

����� Pi(p1/q1, ..., pn/qn) = 0�



�� ��������� ������� ����� �� ������� ������ ����� ������������ ������������ �� � ������ ���� ��

�������� ���

Pi(α) =
�

j

Pj(0)C
j1
i1
...Cjn

in
αj1−i1 ...αjn−in ,

������� ��������� |α| < 1

|Pi(α)| ≤ |P |maxjC
j1
i1
...Cin ≤ (2C1)

d1+...+dn ≤ (2C1)
nd1 ,

��� �������� ������������ �� �� j � jh ≤ dh�
�������� Pi(X) � ��� ������� ������ (α, ...,α)�

Pi(X) =
�

j

Pj(α)C
j1
i1
...Cjn

in
(X1 − α)j1−i1 ...(Xn − α)jn−in

�� ����������� P �������� ���� � ������� �� ��������

t(P, (α, ..,α), d1, .., dn) ≥ n(1− �)/2

������� Pj(α) = 0� ���� j1/d1 + ...jn/dn ≤ n(1 − �)/2� ���� ����������� ����
(j1 − i1)/d1 + ...+ (jn − in)/dn ≤ n(1− 3�)/2� ����� �����

�

j

Pj(α)C
j1
i1
...Cjn

in
≤ (2C1)

nd1
�

j

2j1+...+jn ≤ (6C1)
nd1

������� ���

F (X) := Pi(X) =
�

(l)≥0

F (l)(α, ...,α)(X − α)(l)

�� ��������� ��� ��� ����� ����� ����� ���� ��� �������� (j1− i1)/d1+ ...+
(jn − in)/dn ≥ n(1− 3�)/2 �

�

j

|F (l)(α, ...,α)| ≤ (6C1)
nd1

����� ������� ���� ���� ��������� (j1− i1)/d1+ ...+(jn− in)/dn ≥ n(1−3�)/2
�� ����� �������� ���

log |F (p1/q1, ..., pn/qn)| ≤ (6C1)
nd1max∗

(l)

�

h

|ph
qh

− α|lh

≤ (6C1)
nd1max∗

l (
�

q
lh/dh
h )−2−δ ≤ (6C1)

nd1max∗
l (q

d1
1 )(l1/d1+...+ln/dn)(−2−δ)

≤ (q1)
�nd1(qd11 )−n(1−3�)(1+δ/2) ≤ (qd11 ...qdhh )(�−n(1−3�)(1+δ/2)/(1+�) < (qd11 ...qdhh )−1.

� ������ �������� |F (p1/q1, ..., pn/qn)| ������������ ����� � ��������������
������� ����� qd11 ...qdhh � ����� ��������



�� ��������� ������� ����� �� ������� ������ ����� ������������ ������������ �� � ������ ���� ��

Pi(p1/q1, ..., pn/qn) = F (p1/q1, ..., pn/qn) = 0

��� �� ���������� ���� � ������������ ������������� ����� ����� ���
��� ��� �������������� ����� ����� �


