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1.0. Èòåðàöèè è äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû

Èòåðàöèè ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå ïðîèçâîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ

f : X → X

ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà â ñåáÿ. Êîãäà òàêîå îòîáðàæåíèå çàäàíî,
ðàññìàòðèâàþò åãî êîìïîçèöèîííûå ñòåïåíè

f 2◦ := f ◦ f : X → X : x 7→ f
(
f(x)

)
f 3◦ := f ◦ f ◦ f : X → X : x 7→ f

(
f
(
f(x)

))
è ò.ä. Ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèé f 2◦, f 3◦, ... ïî îòîá-
ðàæåíèþ f íàçûâàþò èòåðèðîâàíèåì îòîáðàæåíèÿ f , à ñàìè
êîìïîçèöèîííûå ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ f íàçûâàþò òàêæå èòåðà-

öèÿìè ýòîãî îòîáðàæåíèÿ.

Îòîáðàæåíèå f : X → X çàäà¼ò òàê íàçûâàåìóþ äèñêðåò-

íóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó íà ìíîæåñòâå X. Î ñàìîì ìíîæåñòâå
X ïðåäëàãàåòñÿ äóìàòü êàê î ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé íåêîòîðîé
ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû, à îá îòîáðàæåíèè f � êàê î çàêîíå ïåðåõîäà
èç ïðîèçâîëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â ñëåäóþùåå.

Îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òàê íàçûâàåìûå òðàåêòîðèè
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x 7→ f(x) 7→ f 2◦(x) 7→ f 3◦(x) 7→ . . . ýëåìåíòîâ x ∈ X. Â ÷àñòíî-
ñòè, îñîáóþ ðîëü èãðàþò íåïîäâèæíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ f ,
òî åñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ f(x) = x. Ïðè íàëè÷èè íåêîòîðûõ
äîïîëíèòåëüíûõ ñòðóêòóð íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé X ìîæíî
ãîâîðèòü îá óñòîé÷èâûõ íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ (åñëè òî÷êà x
äîñòàòî÷íî áëèçêà ê íåïîäâèæíîé òî÷êå x0, òî limn→∞ f

n◦(x) = x0)
è î ïðèòÿãèâàþùèõ íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ (åñëè òî÷êà x ëåæèò
â íåêîòîðîì äîñòàòî÷íî "îáøèðíîì" ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé, òî
limn→∞ f

n◦(x) = x0).

Ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé âáëèçè "ñâåðõïðèòÿãèâàþùèõ" òî÷åê äâóõ

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì � ãëàâíàÿ òåìà íàøåãî êóðñà.

×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ îñâîèòü ââåä¼ííûå ïîíÿòèÿ, ðåøèâ
çàäà÷è 1.1. è 1.2. � ïîñâÿù¼ííûå, âïðî÷åì, äèíàìè÷åñêèì ñèñòå-
ìàì íà ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâàõ.

1.1. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ

×òîáû íå îòâëåêàòüñÿ îò îñíîâíûõ èäåé êóðñà, ìû íå áóäåì óãëóáëÿòüñÿ
â ôîðìàëèçàöèþ ïîíÿòèÿ ìíîãîóãîëüíèê. Äëÿ ïðîäâèíóòûõ ÷èòàòåëåé
ìíîæåñòâî n-óãîëüíèêîâ � ýòî ôàêòîð-ìíîæåñòâî

Pn :=
Cn

Γ
,

ãäå òî÷êà (A1, . . . , An) ïðîñòðàíñòâà Cn îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòüþ âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà, à ïîäõîäÿùàÿ ãðóïïà Γ (÷àñòî

ñîäåðæàùàÿ öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó Cn öèêëè÷åñêèõ ïåðåíóìåðàöèé

âåðøèí) îòîæäåñòâëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå êîíãðó-

ýíòíûì1 ìíîãîóãîëüíèêàì. Â ãåîìåòðèè èçäðåâëå ïðèíÿòî íå ñëèøêîì

áåñïîêîèòüñÿ î ðàçëè÷èè ìåæäó èíäèâèäóàëüíûìè ìíîãîóãîëüíèêàìè

è èõ êëàññàìè êîíãðóýíòíîñòè; ìû òîæå íå áóäåì çàîñòðÿòü âíèìàíèå

íà ýòîì ðàçëè÷èè, ïðåäîñòàâëÿÿ ÷èòàòåëþ â êàæäîì ñëó÷àå îïðåäåëèòü

ïîäõîäÿùóþ ãðóïïó Γ.

Åñòåñòâåííûå äâà âûáîðà � ãðóïïà ïîêîîðäèíàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîäî-

áèÿ Γ = {Ak 7→ λAk + τ | λ ∈ C×, τ ∈ C} è ïîêîîðäèíàòíûõ èçîìåòðèé

Γ = {Ak 7→ λAk + τ | λ ∈ C×
1 , τ ∈ C}, ãäå C× � ìóüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà êîì-

ïëåêñíûõ ÷èñåë, à C×
1 � å¼ ïîäãðóïïà {λ ∈ C | |λ| = 1}. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðå÷ü èä¼ò î

ïîëóïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèÿõ Γ ' C o C× è Γ ' C o C×
1 .

×àñòî áûâàåò ïîëåçíî òàêæå çàìåíèòü ïðîñòðàíñòâî Cn íà åãî

1â ñëó÷àå òðèâèàëüíîé ãðóïïû Γ ðàâíûì
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îòêðûòîå ïî Çàðèñêîìó Γ-èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî. Ýòî áûâàåò

íóæíî, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò âûðîæäåííûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ � íàïðè-

ìåð, òàêèõ, â êîòîðûõ ñëèâàþòñÿ âåðøèíû, òî åñòü Ai = Aj ïðè i 6= j.

Âûáîð òàêèõ ïîäìíîæåñòâ ìû òàêæå áóäåì îñòàâëÿòü ÷èòàòåëþ.

1.1.0. Î ïðåîáðàçîâàíèÿõ ÍÅ èç ýòîãî êóðñà. Óâû, õî-
ðîøî èçâåñòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ Pn → Pn,
èìåþùèå ïðîçðà÷íûé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë, íàì ïî íåäîñòàòêó
âðåìåíè ïðèä¼òñÿ â îñíîâíîì îñòàâèòü â ñòîðîíå. Ìû îãðàíè÷èìñÿ
ññûëêîé íà çàìå÷àòåëüíóþ êíèãó [ÁàõìàíØìèäò1973], â êî-
òîðîé àâòîðû, îòïðàâëÿÿñü îò êîíñòðóêöèé øêîëüíîé ãåîìåòðèè,
âûõîäÿò íà âïîëíå ñîäåðæàòåëüíóþ âçðîñëóþ òåîðèþ, êîòîðàÿ,
âèäèìî, äîïóñêàåò äàëüíåéøåå ðàçâèòèå. Ïðåäëàãàåì òàêæå ïîäó-
ìàòü íàä çàäà÷àìè 1.3, 1.4, 1.5.

Äàëüøå ìû áóäåì çàíèìàòüñÿ îòîáðàæåíèÿìè, êîòîðûå íå
òàê åñòåñòâåííû ãåîìåòðè÷åñêè, íî ïðèâîäÿò ê ãëóáîêîé è òðóäíîé
ìàòåìàòèêå.

1.1.1. Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàóññà. Îáîçíà÷èì Ï ìíîæåñòâî
ïðÿìîóãîëüíèêîâ è ïîñòðîèì ïðåîáðàçîâàíèå

γ : Π −→ Π,

êîòîðîå íàçîâ¼ì îòîáðàæåíèåì Ãàóññà2.

Ñíà÷àëà îïèøåì ýòî îòîáðàæåíèå ñëîâåñíî. Åãî ïðèðîäà ñâÿ-
çàíà ñ (íåòî÷íî ïîñòàâëåííîé) çàäà÷åé ïîñòðîåíèÿ êâàäðàòà

"ðàçìåðîì" ñ çàäàííûé ïðÿìîóãîëüíèê.

Ñôîðìóëèðîâàííóþ çàäà÷ó ìîæíî ñîïîñòàâèòü ñ ïàðîé áîëåå
èçâåñòíûõ è âìåñòå ñ òåì òî÷íî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷, à èìåííî
êâàäðàòóðû êðóãà è ñïðÿìëåíèÿ îêðóæíîñòè:

ïîñòðîèòü êâàäðàò òîé æå ïëîùàäè,
÷òî çàäàííûé êðóã

è

ïîñòðîèòü êâàäðàò òîãî æå ïåðèìåòðà,
÷òî çàäàííàÿ îêðóæíîñòü.

2ñîãëàñíî óâëåêàòåëüíîé ñòàòüå [Cox1984], äî Ãàóññà ýòî îòîáðàæåíèå ðàñ-
ñìàòðèâàë Ëàãðàíæ è äàæå çàìåòèë ñâÿçè, êîòîðûå áóäóò ðàñêðûòû â íàøåì
êóðñå, íî íå ñòàë ðàçâèâàòü çàêîí÷åííîé òåîðèè, êàê ýòî ñäåëàë Ãàóññ.
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Ýòèì çàäà÷àì áîëåå äâóõ òûñÿ÷ ëåò. Àíòè÷íûå ìàòåìàòèêè íàäå-
ÿëèñü ðåøèòü èõ ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè, è íåâîçìîæíîñòü
òàêîãî ðåøåíèÿ (âûòåêàþùàÿ èç òðàíñöåíäåíòíîñòè ÷èñëà π,
êîòîðîìó ìû ïîñâÿòèì ïîñëåäíþþ ëåêöèþ ýòîãî êóðñà) � îäèí èç
ñèëüíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ íåäàâíèõ ñòîëåòèé.

Åñëè æå ïåðåéòè îò êðóãà ê ïðÿìîóãîëüíèêó, òî çàäà÷è êâàäðàòó-
ðû è ñïðÿìëåíèÿ ìîæíî ñìåøàòü. Îòîáðàæåíèå Ãàóññà ñòàâèò â
ñîîòâåòñòâèå ïðÿìîóãîëüíèêó P ∈ Π ïðÿìîóãîëüíèê

γ(P ) ∈ Π, îäíà ñòîðîíà êîòîðîãî
ðàâíà ñòîðîíå êâàäðàòà ñ òåì æå ïåðèìåòðîì, ÷òî ó P ,

à äðóãàÿ � ñ òîé æå ïëîùàäüþ, ÷òî ó P .

Ýòà çàäà÷à ïîñòàâëåíà òî÷íî; åé ìû è áóäåì çàíèìàòüñÿ.

Ïîñêîëüêó ïðÿìîóãîëüíèêè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìè
äëèí ñâîèõ (âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ) ñòîðîí, îòîáðàæåíèå
Ãàóññà γ : Π −→ Π, êàê ìîæíî áåç òðóäà óáåäèòüñÿ, ñîîòâåòñòâóåò
îòîáðàæåíèþ

R>0 × R>0 −→ R>0 × R>0 :
(
a, b) 7→ (

a+ b

2
,
√
ab
)
.

1.1.2. Ïðåîáðàçîâàíèå Ðèøåëî. Îáîçíà÷èì Ø ìíîæåñòâî
âïèñàííûõ øåñòèóãîëüíèêîâ ñ íåáîëüøîé äîïîëíèòåëüíîé ñòðóê-
òóðîé, êîòîðàÿ âñêîðå áóäåò îïðåäåëåíà. Çàòåì áóäåò ïîñòðîåíî
ïðåîáðàçîâàíèå

ρ : Ø −→Ø,

êîòîðîå áóäåò íàçâàíî îòîáðàæåíèåì Ðèøåëî.

Ó íàøèõ âïèñàííûõ øåñòèóãîëüíèêîâ áóäóò ÷åðåäîâàòüñÿ äëèííûå
è êîðîòêèå ñòîðîíû:

Êàæäûé òàêîé øåñòèóãîëüíèê ïðåäëàãàåòñÿ âîñïðèíèìàòü êàê
ïðèáëèæ¼ííûé òðåóãîëüíèê, êîòîðûé õîòåëè îïèñàòü âîêðóã
îêðóæíîñòè, íî ÷óòü-÷óòü ïðîìàõíóëèñü:
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×óòü íàó÷íåå âûðàæàÿñü, ìû ðàññìàòðèâàåì òðåóãîëüíèê,
îáðàçîâàííûé ïðîäîëæåíèÿìè êîðîòêèõ ñòîðîí; íàçîâ¼ì åãî òðå-

óãîëüíèêîì Ðèøåëî (ìîæíî ñîïîñòàâèòü åãî ñ "òðåóãîëüíèêîì"
Ïàñêàëÿ).

Îòîáðàæåíèå Ðèøåëî ρ èñïðàâëÿåò íåòî÷íîñòü, çàìåíÿÿ ñå-
êóùèå, ïðîâåä¼ííûå èç âåðøèí òðåóãîëüíèêà Ðèøåëî � òî åñòü
ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà Ðèøåëî � íà êàñàòåëüíûå:

Âîçíèêàåò íîâûé øåñòèóãîëüíèê, â êîòîðîì êîðîòêèå ñòîðîíû åù¼
ãîðàçäî êîðî÷å; îí è ÿâëÿåòñÿ, ïî îïðåäåëåíèþ, ïðåîáðàçîâàíèåì
Ðèøåëî èñõîäíîãî.

Îñòà¼òñÿ ñòðîãî îïðåäåëèòü âûøåóïîìÿíóòóþ äîïîëíèòåëüíóþ

ñòðóêòóðó íà ìíîæåñòâå ñòîðîí âïèñàííîãî øåñòèóãîëüíèêà; èõ èñ-

ïîëüçîâàííîå ðàçäåëåíèå íà "êîðîòêèå" è "äëèííûå" èìååò ñêîðåå

ïñèõîëîãè÷åñêóþ, ÷åì ìàòåìàòè÷åñêóþ, ïðèðîäó. Âïèñûâàíèå øå-

ñòèóãîëüíèêà â îêðóæíîñòü îïðåäåëÿåò è íà ìíîæåñòâå åãî âåðøèí,

è íà ìíîæåñòâå åãî ñòîðîí öèêëè÷åñêèå ïîðÿäêè, òî åñòü ïðîñòûå

òðàíçèòèâíûå äåéñòâèÿ ãðóïïû C6 := Z
6Z (êòî ñëåäóþùèé ïî êðóãó?).

Îðáèòû ïîäãðóïïû C3 ⊂ C6 � äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ òð¼õýëåìåíòíûõ
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ïîäìíîæåñòâà. (Ïðîèçâîëüíûé) âûáîð îäíîãî èç íèõ è çàäà¼ò òðåáóå-

ìóþ ñòðóêòóðó.

1.2. Èòåðàöèè ïðåîáðàçîâàíèé Ãàóññà è Ðèøåëî

1.2.0. Îá îáùèõ ñâîéñòâàõ. Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, ïîðîæä¼í-
íûå ðàññìîòðåííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, íà äàííîé ñòàäèè íàøèõ
êîíñòðóêöèé ðîäíèò òî, ÷òî âñå òðàåêòîðèè ñ îãðîìíîé ñêîðîñòüþ
ïðèáëèæàþòñÿ ê íåïîäâèæíûì òî÷êàì èòåðèðóåìûõ îòîáðàæåíèé
� êâàäðàòó è øåñòèóãîëüíèêó, âñ¼-òàêè âûðîäèâøåìóñÿ â òðå-
óãîëüíèê.

Â ïîñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ áóäåò âûÿâëåíî áîëåå ãëóáîêîå ðîä-
ñòâî.

1.2.1. Ïðèìåð èòåðàöèé Ãàóññà. Íàïîìíèâ îáîçíà÷åíèÿ
äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàóññà

an+1 :=
an + bn

2
, bn+1 :=

√
anbn,

ïðèâåä¼ì ïðèìåð, â êîòîðîì äëèíû ñòîðîí âûðàæåíû â ïèêñåëÿõ,
è ìîæíî ÷òî-òî óâèäåòü:

n an bn
0 80 20
1 50 40
2 45 44.721. . .
3 44.860. . . 44.860. . .
4 . . . . . .

Âîò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, î÷åíü
áûñòðî ñòàíîâÿùèõñÿ íåîòëè÷èìûìè îò êâàäðàòà.

a0

b0
-

a1 = a+b
2

b1 =
√
ab -

a2 = a1+b1
2

b2 =
√
a1b1

-. . .

1.2.2. Î ïðèìåðå èòåðàöèé Ðèøåëî. Ðàçáîð÷èâî íàðèñîâàòü
äàæå 3-þ èòåðàöèþ òðóäíî. Ñì. êîìïüþòåðíóþ äåìîíñòðàöèþ
Richelot.gsp.

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå, ÷åì ñ àðèôìåòèêî-
ãåîìåòðè÷åñêèì ñðåäíèì, è áóäóò îáñóæäàòüñÿ â ïîñëåäóþùèõ
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ëåêöèÿõ.

1.2.3. agM è åãî îáîáùåíèÿ. Íàïîìíèì íàøè îáîçíà÷å-
íèÿ äëÿ èòåðàöèè Ãàóññà: ïóñòü a, b ∈ R>0. Ïîëîæèì a0 = a, b0 = b
è çàòåì

an+1 =
an + bn

2
, bn+1 =

√
anbn

äëÿ n ∈ {0, 1, 2, . . . }. Ñðåäíèì àðèôìåòèêî-ãåîìåòðè÷åñêèì ÷èñåë
a è b íàçûâàåòñÿ ïðåäåë3

agM(a, b) := lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn

Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è ðàâåíñòâà ïðåäåëîâ íåñëîæíî è
ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ (ìîæíî òàêæå íàéòè åãî â [Cox1984]).
×àñòíûé ñëó÷àé ïðåäëàãàåòñÿ ðàçîáðàòü â óïðàæíåíèè 1.6.

Ëèòåðàòóðíûå è èñòîðè÷åñêèå êîììåíòàðèè

Îáå êîíñòðóêöèè, êîòîðûìè ìû çàíèìàëèñü, áûëè òùàòåëüíî
èçó÷åíû åù¼ â 19-ì âåêå.

Îñíîâíîé âêëàä â èçó÷åíèå àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêîãî ñðåäíåãî
âí¼ñ Ãàóññ, êîòîðûé ñòðîèë ñâîþ òåîðèþ â 1794-1800 ãã.; îäíàêî îí,
ïî îáûêíîâåíèþ, çàïèñûâàë ñâîè ðåçóëüòàòû â ëè÷íîì äíåâíèêå,
à îïóáëèêîâàíû îíè áûëè ëèøü ïîñìåðòíî â åãî ñîáðàíèè ñî÷èíå-
íèé [Gauss1870]. Êàê áûëî óïîìÿíóòî, ôðàãìåíòû òåîðèè áûëè
èçâåñòíû Ëàãðàíæó â 18-ì âåêå; èõ ìîæíî íàéòè â [Lagrange1784].

Äðóãàÿ êîíñòðóêöèÿ áûëà ðàçðàáîòàíà ðÿäîì ìåíåå èçâåñò-
íûõ àâòîðîâ. Ïåðâîå óïîìèíàíèå î íåé ïîÿâèëîñü â êîðîòêîé
çàìåòêå [Richelot1836], ïîñâÿù¼ííîé ìåòîäàì âû÷èñëåíèÿ
óëüòðàýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ (ìû áóäåì îáñóæäàòü èõ â
ïîñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ); îñíîâíîé ðåçóëüòàò áûë ïðèâåä¼í áåç äî-
êàçàòåëüñòâà è ëèøü ñîïðîâîæäàëñÿ ïðèìåðàìè. Äîêàçàòåëüñòâî
áûëî ïðèâåäåíî â äëèííîé ñòàòüå [Richelot1837], òðóäíîé äëÿ
÷òåíèÿ, íå ñîäåðæàùåé èçâåñòíîé íàì ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðå-
òàöèè è, ñîãëàñíî [BostMestre1988], â îñíîâíîì çàáûòîé ê êîíöó
âåêà. Ñâÿçü ñ àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèåé, ýëåìåíòàðíûé àñïåêò
êîòîðîé ìû îáñóäèëè â ýòîé ëåêöèè, áûëà óñòàíîâëåíà â ðàáîòå
[Humbert1901] ñ èñïîëüçîâàíèåì àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ
ðàáîòû [Konigsberger1865].

3ìû ïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè Ãàóññà, ñì. [Cox1984]; àááðåâèàòóðà îáðà-
çîâàíà îò arithmetic-geometric mean
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Ñîâðåìåííîå èçëîæåíèå òåîðèè ìîæíî íàéòè â î÷åíü ÿñíî
íàïèñàííûõ ðàáîòàõ [Cox1984] è [BostMestre1988].
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